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VORWORT. 



Mathematisch - physikalische Studien führten den Verfas- 
ser vorliegenden Schriftehens mehrfach auf die Bessei'schen 
Functionen, und veranlassten ihn, sich mit denselben 
eingehender zu beschäftigen. Diese Transcendonten , theo- 
retisch äusserst interessant, scheinen berufen, auch in den 
Anwendungen des Caleuls eine immer wichtigere Rolle zu 
spielen; ja es dürfte kaum zu gewagt erscheinen , denselben 
in dieser Hinsicht gleich nach den goniometrischen Functio- 
nen ihren Platz anzuweisen. 

Eb liegt diesem Werkchen der Gedanke zu Grunde, 
die Fi igen Schäften der Bessei'schen Functionen in möglichst 
einfacher Weise aus drei Grundgleichungen herzuleiten. 
Dabei wird jede Function eine Bessel'sche genannt, welche 
je zweien dieser Grundgleichungen , aus denen die dritte 
unmittelbar folgt, Genüge leistet; da diese zwei Gleichungen 
äquivalent sind einer linearen DifFerentialgleichung zweiter 
Ordnung, so kann es nur zwei Arten Besserseber Functio- 
nen geben. Wir haben demnach eine Bessel'sche Function 
erster und eine Bessel'sche Function zweiter Art. 

Diese Benennung weicht ab von der durch C. Neumann 
in seiner „Theorie der Bessei'schen Functionen"*) adop- 
tirten, wo eine Function O, die zur Bessei'schen Trans- 
scendente I in einer ähnlichen Beziehung steht, wie die 
Kugclfunction Q zur Kugelfunction P, welche aber nach 



*) C. Ncnmann; Theorie der Beaserschen Fanctionen. Bin Ana- 
logon zur Theorie der Kiigelfunctioaen. Leipzig 1867. 
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Definition keine Bessel'sche Funetion wäre, als 
Bessel'sche Function zweiter Art aufgeführt wird, Das 
erwähnte vortreffliehe Werkchen von Neumann stellt über- 
haupt die Analogie der Bessel'achen mit den Kugelfunctio- 
nen in den Vordergrund. Bei dem ganz verschiedenen 
Wege, den das vorliegende Schriftcheh verfolgt, schien es 
dagegen geboten, jene Analogie bei Seite zu lassen und die 
Benennungen aus der Natur der Bessel'Bchen Functionen 
selbst zu schöpfen. Das mathematische Publicum mag ent- 
scheiden, welcher Nomenclatur der Vorzug zu geben sei. — 

Bisher wurden nur Bessersche Functionen mit (positiv 
oder negativ) ganzem Index betrachtet; der Verfasser 
glaubte auch solche mit (positiv oder negativ) gebroche- 
nem Index einführen zu müssen. Diess gelang namentlich 
durch die Gleichung (V,), welche die Definition der Bes- 
sel'schen Functionen mit beliebig negativem Index enthält. 
Die Naturaothwendigkeit dieser Erweiterung tritt klar hervor 
im dritten Abschnitt bei der Integration linearer Differential- 
gleichungen. 

Während die Bessel'schen Functionen mit negativ 
ganzem Index bis auf das Vorzeichen identisch sind mit 
denen von gleiehhohem positiven Index, sind die mit negativ 
gobroclienem Index wesentlich verschieden von jenen mit 
gleiehhohem positiven Index, und verhalten sich in Bezug auf 
die bereits erwähnten Differentialgleichungen zu den letzteren, 
wie Bessel'sche Functionen zweiter Art zu solchen erster Art. 

Die Reihcncnt Wickelungen der |§. 13 — 15 sind auf einem 
geradezu elementaren Wege aus den Grundgleichungen her- 
geleitet. Als Analoga zu diesen Reihen sind der Fourier'sche 
und der Schlömilch'sche Lehrsatz mit naheliegenden Er- 
weiterungen beigefügt worden. 

Der zweite Abschnitt behandelt die B es s cl'schen Functio- 
nen zweiter Art, welche auf sehr einfachem Wege aus denen 
■ erster Art hergeleitet werden. 

Im dritten Abschnitt endlich werden mehrere lineare 
Differentialgleichungen, darunter die bekannte Biccati'scbe, 
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durch Eesael'sche Functionen auf eine einfache und völlig 
erschöpfende Weise integrirt. 

0er Anhang enthält als eine vielleicht Manchem er- 
wünschte Beigabe die von Hansen berechneten Tafeln der 
Bessel'ßchen Functionen erster Art. 

Es war nicht meine Absicht, in dem vorliegenden Werk- 
«hen, welches ich hiermit der wohlwollenden Nachsicht der 
Leser empfehle, eine umfassende Theorie der ßessel'schen 
Functionen zu liefern; ich war jedoch bestrebt, die wich- 
tigsten bisher über diese Transcendenten bekannt gewordenen 
Sätze in den hier befolgten Gedankengang einzu&echteu und 
dadurch dem strebsamen Anfänger einen Leitfaden in die 
Hand zu geben, der es ihm möglich macht, in das Studium 
der für den Physiker und Astronomen so wichtigen Bes- 
sel'sehen Functionen mit Leichtigkeit einzudringen. 

Hohenheim, im April 1858. 

Der Verfasser. 
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Erster AbseliBitt 
Die Besserschen Functionen erster Art. 

§. 1. Beduotionaformeln fOr /(*). 

Die Bessel'sche Function /(*| sei definirt durch die 
Gleichung 



[I.) jL = ^ ■ '- / coa {z cos «) Sil 

1 ^' r ■"-« ■ 3. 

= ir^ ■ I e sin cB 



oder, was dasselbe ist, durch 

wo das Argument z eine beliebige coniplexe Zahl bedeutel, der 
Index V aber reeli und grösser als — - ^ gedacht ist. 

Um eine Reductionsfoi'mel zu erhalten, integriien wir theil- 
«eise, indem wir e'""'"siniB als zu integrirenden Factor be- 
trachten, und finden zunächst 

Je sm a>.ä.= 

.■i«.» „ ,- /■ , , 

— sin w . — r^- + ■.^- je- sin » . cos m ■ rfw . 

folglich, wenn nur v > ^ ist 

/*«'""" sin*' w . d w'= —^ J e"""" sin*"-*« . cos » . rfo . 

Dorcfa nochmalige Anwendung desselben Verfahrens ergibt sich 
weiter 

LDminel, BMiaVachoFunclionpn. 1 
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2 Erster Abschaut 

j /•™s"'gj„**-*o, Costa ^ (fja = — siii'*~*M .cosm. ' 

-|- — / e"""" d{&in '^ u.cosc^, 
also, wenn r >■ ^ ist: 

I ^ '"'"gii, "^ ca . cos tu . rfo» 

1 /'.icotffl iv-3 2*— 3 /'>:ci>;ai *r-< 

^ — -fe sin (0.do)-j ■~f^ *'" «acos^m.rfw. 

Selzt man diesen Werth oben ein, so ^ommt 
, / /"""«n^'M-dta = ^^ I e""'"sin**~*M.</w 

HuUiplicirt man hier beiderseits mit zr^ • - — ^^- — ■ so erhält 

r^ 2-r(»+i) 

man Tür die Bessel'sche Function /(') folgende Reduclionsformei: 
oder auch, wenn man v-\-l statt v schreibt: 

(II. a) ^' j,:, _ /,-.7' + /,y . 

Von diesen Gleichungen gilt die erstere, so lange v > 1-, die 
zweite, so lange v > ^ ist. — 

Mit Hiire der Formel (11.) kann 7' (wir lassen der Kürze 
wegen das Argument x weg) auf /'"' und J'"* reductrt werden. 
Drückt man alsdann mittelst der nämlichen Formel J*~^ durch 
/'"* und J'"* aus, uqd setzt diesen Werth in {II.) eiu, so er- 
erscheint jetzt y'auf/'* und J*~' zurückgerohrl. Durch m malige 
Wiederholung dieses Verfahrens kann schliesslich J* durch J'""" 
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Die Bessel'schen FancUonen erster Art. 3 

und J*~''~ ausgedrückt werden. Das Gesetz, nach welchem sich 
diese Reduclion vollzieht, ist meines Wissens bis jetzt nicht be- 
kaont gemacht worden. Dasselbe ist ausgesprochen in folgender 
Gleichung: 

(B._p)Pl-l (2r-2«+2p)— ""' 



(1). j^^r- ^(^if . 



■'2f-^'' 






WO die Ausdrücke hinter den Summenzeichen 2 die allgemeinen 
Glieder zweier endlichen Reihen vorstellen, deren einzelne Glie- 
der daraus hervorgehen, wenn man statt des ßuchstaben p nach 
und nach 0, 1, 2, ... und alle positiven ganzen Zahlen einsetzt; 
in der ersten Summe braucht mau aber p nicht grösser als -^ 

zu nehmen, weil Tür ^össere Werthe von p der Factor (m — p)*"'"' 
und damit alle folgenden Glieder der Reihe verschwinden ; ebenso 
braucht in der zweiten Reihe p den Werth ^^ nicht zu über* 
~ steigen. 

Die allgemeine Geltung der obigen Formel ist erwiesen, sobald 
gezeigt ist, dass dieselbe, wenn sie für irgend einen Werth von 
m zutrifn, auch noch fär den nächstfolgenden Werth m-{- 1 richtig 
ist. Man erhält aber aus (II.): 



(w— p)**!-^ (2t^2i»-2) (2»-2 m+2p)"~'''l' 
p! " ,--if+l 



Setzt man diesen Werth oben ein, so ergiebt sich zunächst 

,_™_i^-T. p („-i-p)Pi-^ (2»— a'H-a+ap)"-'"'''" . 

wo jetzt noch die zwei Summen, weiche mit j"-""' multiplicirt 
sind, in eine einzige zusammengefasst werden mässen. Sondert 
man zu dem Ende von der ersleren Summe das erste Glied ab, 
indem man zuerst 0, dann p+1 an die Stelle von p setzt, so 
geben beide zusammen: 

1* 



by Google 



4 Krater Abschnitt. 




..+1 ^1 ^1 {p+ij! .-.-l-*P 


■~ip\i 


-^ 1 J p! ,"-i-^P 





(2^^~2«-25"^'i* , ■Vf—H'^' C«,-p)^"-* (2r-2« + 2p)"-^-^^' 
,-+1' ^ -•- ^ * '' ■ {p + l)l ,"-»-*(- 

— _^ l" -"J " p! ' " .«+1-V 

Wir haben demnacii gefunden 

,_ . , ^ p ,,„ + i_p,)'|-' (g^-,2m-2+2p r'+'-'^'' 

^-„_3 ■^, -p (»-pfi-' (2,-2^ +a p)"-^Pi' 

— •' Zj^'~^' '^p'- >-*^ ^ 

eine Formel, welche auch aus Gleichung (1.) hervorginge, wenn 
man daseihst m-\- 1 statt m etnsetzeu würde. Ist daher jene 
Gleichung für irgeud ein m richüg, so gilt sie allemal auch für 
m -[- 1 ; ihre allgemeine Geltung ist demnach ausser Zweifel ge- 
seUl, denn für m=l geht sie in (11.) über. 

Setzt man in (1.) v ^ »i -j- I , so erhält man speciell för 
posiüv ganze Indices: 



2"'-"' -j< ?^ 



. ("'-p f'-' . (2 p+a)' 

P' z 



§. 2. Eatwickolung des Quotienten --- in -einen 

Eettenbruch. 

Aus der Gleichung (II.) folgt, wenn man daseihst v + 2 slall 
' schreibt und dann durch J^^' diTidirt: 
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SeLzt man zur Abkürzung 

. ■'St' 

^ t' - 
SO heis3t jetzt obige Gleichuug 

- 0'' 

woraus sofort 

"■) s- - .W.>^=o- 

folgt. Durch forlgesetzle Anwendung dieser Relation erhält man 
den continuirlichcn Bruch 

Q' i -^ - 

3(H-1) -,-- 

2(H-2} — 

2{»'4-3)- .. 



2(„ + ™) - ^Q'+" 
Da der Quotient Qi' zneier Bessel'schen Functionen, deren Indices 
um die Einheit difTertren, bei wachsendem Index ofTenbar ver- 
schwindet (wie aus dem blossen Anblick der Delinltton (I.) un- 
mittelbar einleuchtet), so darf in vorstehendem Kettenbriich das 
Bestglied zQ'"^ weglassen uni^derselbe ins Unendliche forlgesetzl 
werden. Man bat alsdann mit Bücksichl auf die Bedeutung von Q" : 

(2.) 



2(H-i) - 



2(^+2).- 



2(*+3)- 



' Bessel'schen Functionen, 
Indices um 2 verschieden sind , in einen Kettenbrucli zu vt 
dein, haben wir aus Gleichung (IL): 

2_(*+l) _ 



J',r -2r.-i-ii Ja-' j 



oder mit Benützung des vorstehenden Resultats 

(3). '5!__: + !(^iI_^ 

2(.4-2) - ; 
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g Eraler Abicbnitt. 

Mittelst dieser Formeln (2.) und (3.) könnte man J*^^ und J"^ 
berechnen, wenn J' bekannt wäre. 

§. 3. Difibreutialeigensohaften von J(,f. 

In der Gleichung (ll.j ist eine Grundeigenschaft der Function 
/:) ausgesprochen. Zwei andere wichtige Gesetze ergeben sich 
leichter und einfacher, wenn wir statt der Function J^^y die andere 

: ^ Jjy^) betrachten. Bezeichnen wir der KQrze wegen den 
einstweilen mit K, so erhalten wir durch 



Differentiation nach 2: 






"sin^'u-cosw 



81 

oder, weil das vom Integralzeichen befreite Glied für v > — ^ 
verschwindet: « 

Sy ^■^(W)) _ _ JC /.■''"— sin^H-*». da,. 



Bedenkt man nun die Bedeutung von £, so hat man die Gleichung: 

("'■) — -^j i^ J{Kr) 

und daraus durch (m — l)malige Differentlaüon : 

Um daher die Function z ^ J^y-. mmal nach z zu dif- 
ferentiiren, braucht man nur den Index v um m zu 
erhöhen, und den Factor ( — ^)'' beizufügen. Dieser Salz 
gilt vorläufig für jedes v > — ^. 
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Die Besserscben Ftmctioiien erster Art. 7 

Wendet man die Gleicbungen (II.) und (IIL) auf die Differen- 
tiation der Function s* ^(y^) '"'■ ^° gelangt man zu einem wei- 
teren bemerken swerthen Satze, Es ist nämlicli mit Anweadung; 
von (III.): 

8z ~' 8-- ' 

= — i j * ■f{yT) + vz * J'yr) • 
[Nach (II.) aber ist, so lange v > ^ : 

^yr) = -f= •'(V7) — ■ AVt) ' 

folglich 

— \ z^ •'(KT) + »** * •'(Vi) 
= — V I ^ •'(Vi) + i * ^ •'(Vr) + »■ J ^ •'^('^r) 

Mau bat sonacb 

(IV.) ^ al*^^^ - i ■ ^ ■ /«-D . 

DiRerentiirt man diese Gleichung noch (m — l)nial nach z, so 
erhält man: 

d. h. um die Function z* ^Jy^) ffloial nach z zu dlfferen- 
tiiren, braucht man nur denlndexv um t» zu verra lu- 
dern, und noch deu Factor (^)'* beizufügen. Dabei wird 
jedoch vorausgesetzt , dass v grösser als m — ^ sei. 

Setzt man in der Gleichung (IV.a.) m-\-v statt v, so nimmt 
sie folgende Gestalt an: 

(iv.b.) ^''^-y»^ - (i)- ■ ^^Vt) 

und macht man hierin v = 0, so hat man noch 
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Erster Abechnitt. 



-(■•■'(Krl) 



ar ■ ifr. 



Setzt man sowßbl in (ITI.a) als in {IV. a) v^O, so erhält man 

(IV..) —j^ — '■i'l ' •'l*^)- 

Wollte man die letztere Gleichung gellen lassen, so müsste man 
die Bessel'sche Function för negativ ganze Indices durch die 
Gleichung 

JS" = (-ij-y,:, 

definiren. Die allgemeine Definition für ein beliehig negatives v, 
von welcher diese hier nur ein specieller Fall ist, wird im nächsten 
Paragraphen gegeben werden. 

Denkt man sich sowohl in (III.) als in (IV .] ^ = 2^ an die 
Stelle von z gesetzt, und multiplicirt sodann jede derselben mit ' 

H = ^- 

so erhält man folgende zwei Gleichungen: 

« ■ ^^ = .-»■• 

Aus diesen gehen wiederum , nenn man zur Linken die Producle 
difTerentiirt, folgende zwei Gleichungen hervor: 

{*!■ -8? - - f ■'« + •''■r • 

Durch Suhtractiou dieser beiden Gleichungen wärde man auf (H.a.) 
zurückkommen; ihre Addition aber führt zu der Formel 

(5-) 2 -gf^ = /,;r' - JlV ■ 

Durch wiederholte Anwendung dieser Gleichung erhält man weiter: 
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Die BeBserichen FanctioDen erster Art. 9 

(6)- ^ - tt)- 2 (-1)' ■ -^ ■>;«-*-" . 

eine Formel, deren allgemeine Geltung durch das oben (§. 1] be- 
reits angewend«te inductorische Verfahren Idcht bewiesen werden 
bann. 

Die Hultiplication dar Formel (5.) mit der Gleichung (H.a.) 
ergibt endlich noch 

('•) T ■ T? - (■'«')■ - (jS-'T- 

§. 4. DeOnition von J^,) ffür negative v. 
Wendet man auf die Gleichung (Ifl.b.), uamlich aul 





IT' 


• '(»t: 


' 


8. 














,(.. 


^. " 


' J'yr)) 


zur 


Rechten d 


eil Salz 






31™ 






S"{PO) 
91" 


2' 




srp 


ir-'Q 


an. 


indem mai 


n bedenk! 


. dass 












8.' 


= (™ 


+r- 


' ■ : 


«+►->. 


und nach [III. 


».) 












a^G 




^(-ir 


-'i 


l!».+f-p 



ist, so erhält man zunächst 

also, wenn man jetzt z^ statt z schreibt, und beiderseits mit 
'fz~^ multiplicirt: 

(V.) .;, = (-i)-5"(-2,' . ■•"-^;+-'"" .-' . 4-—'. 
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10 m ErEier Abscbaitt. 

Die eDdliche Reihe zur Rechten befolgt, so lange v > — ^ ist, 
die nämlichen Gesetze, wie die Eingangs deflnirte Function J^'), 
indem sie alsdann mit ihr vollkommen identisch ist. Sie befolgt 
sie aber auch dann noch, nenn v negativ und kleiner als — ^ ist, 
so lange nur %m-\-v^p grösser als — ^ bleibt, was aber wegen 
des nlllbürlich zu wählenden m immer bewirkt werden liann. 

Die Gleichung (V.j kann uns daher als Definition 
der Function /(^i gelten, für den Fall, dass v negativ 
und unter — \ ist. Durch sie kann J*,.) bei negativem v auf 
unendlich viele Arten durch eine endliche Reihe dargestellt wer- 
den, welche nur llessei'sche Functionen mit positivem Index ent- 
hält, wenn nur das positiv ganze m der Bedingung m -(- i* > 
gemäss gewählt wird. Wo also die in der ursprAngUcrben Defi- 
nition ([.) der Bessel'schen Function zugeschriebene Form zu gelten 
aufh&rt, tritt die neue in Gleichung (V.) ausgedrückte Form dafür 
ein. Für diese neue Form der Function gelten die Grundgesetze 
(II., III. und IV.) ebenso gut, wie für die anfängliche, was sehr 
leicht nachzuweisen ist. 

Wir können daher jetzt aussprechen: 

Die Gleichungen (II., III., IV.) und alle daraus abge- 
leiteten gelten für jedes beliebig reelle [positive oder 
negative) v. 

Darum gilt auch die Gleichung (V.) selbst, auch wenn zur 
Rechten Besset'sche Functionen mit negativen Indices auftreten, 
falls man denselben nur die Bedeutung beilegt, welche sie gemäss 
ihrer durch die nämliche Gleichung (V.) gegebenen Definition haben 



Als spedellen Fall erhalten nir aus (V.) für v= — m 

(v.a.) 3i;t = [-i)""/*:, 

eine Gleichung, auf welche wir bereits durch die Betrachtungen 
des vorigen Paragraphen geführt wurden. 

Um eine Anwendung der letzteren Gleichung zu zeigen , werde 
in (IV.a.) 2m statt m und m Statt v eingesetzt. Es ergibt sich 
zunächst 



■(•"J?d) 



sodann mit Rücksicht auf (V.a.) 
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Dia BeaBel'icheD Punotionen erster Art. H 

^"(^'''('Vr))_, .,» z~^ ... 
— dz'" ~ '~ ' ■^•'cr) ■ 

Dasselbe Resultat erhält man ancb, ohne negative Indices zu ge- 
brauchen, wenn man (IV.c.) mmal nach i. differentiirt und dann 
{I1I.0.) anwendet Man findet nämlich zunächst 



Nadi (ULg.) aber ist 

und man hat sonach dieselbe Gleichung wie oben gefunden. 



§. 6. Entwicklung von {z-\-h)— * -/^[VrCs)- 
Durch Anwendung des Taylor'schen Lehrsalzes auf die Func- 
tion z * ^IvT) erhalten wir; 

wo 6 ein echter positiver Brucli bjt und dem p alle positiven 
ganzen Wertlie von bis n beizulegen sind. Nun ist aber 
nach (III. a.) 



^ 


' ^(Vj) 


l _ (^1)' . . ■ ilp^ . 


Man bat also 






(VI.) (.+*r 


' ■'In+ci 





+ (-I)'*' • ^ ('+»*) " ■'(■^^ • 
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Durch dasselbe Verfahren, angewendet auf die Function z J'{yj\> 
ergibt sich 



(VII.) (^+ÄrJ(Vi+*) = 2'iV 



Beide Formeln (VI.) und (VU.) gelten für jedes beliebige reelle v. 

Die Gleichung (VI.) kann übrigens auch ohne Anwendung des 
Taylor 'sehen Lehrsatzes, freilich nur für positiv ganze WerLhe des 
Index, in Tolgeoder Weise abgeleitet werden. 

Das Doppeliotegral 

werde über die Oberfläche eines Kreises vom Radius 1 ausgedehnt, 
so dass die Veränderlichen u und v an die Bedingung u^-|-v'<l 
gebunden sind. Führt man mm statt « und v die neuen Variabein 
«' und v mittelst der Gleichungen 











''VW' 


— 


'Vi 


-,-r' 










'Vti+' 


- 1 


.■V7 


+ 'Vs 


ein, 


so 


hat 


man 


ersUich 
















"/» + 


.yz 


- 


"Yü+i. 






du'' ' d^ 0^ ■ äiT = ^ ■ 

Das umgeformte Doppelintegral lautet demnach 
Jj-gi« yffi .du'dv' 

mit der Bedingung w''4-''''<l. weil ja u'^-i'v'^=u'-\-v^ ist. 
Integrirt man nun hier zunächst nach v, so erhält man, weil 
yi — w'* und — j/ 1 — a' ' als obere und untere Grenze für t>', 
dagegen +1 und — 1 als solche für u einzusetzen sind: 



■ DigitzedhyGÖOgle 



I>ie Bessel'scIieTt Fanctioi 



Jp';Z''''-^p'''-y^ 



■du 



Integrirt man dagegen das oben vorgelegte Doppelinlegral zuerst 
nach 17, so ergibt sich 

Nun ist 

= 21 yi-D' ■ 'i-""' -' '- . 

-' ^ > '' (2p + l)! 

Folglich hat man 

n-f-- 2i'- ' (2f+>)! J ' ' • 



oder, weil 



P 



■^yv) 



ist, die folgende Formel, welche nichts anderes als die Gleichung 
(VI.) ist für V = 1 : 

■^(KiH^) _ Vf IIP ='' .r^rr+-' 

-r,+=)"-2:(-i^ -.Vi. ■s' ■'.^v)- 

Diflerentiirt man diese Gleichung nach Anleitung der Formel (lil. a.) 
(n — l}mal nach y, so liefert sie sofort die Entwickelung von 

(y-J-i) * •^(W+^l l^ör jedes positiv ganze «. Auch die ent- 
sprechende Formel für J" kann daraus abgeleitet werden, wenn 
man mit t/-\-z beiderseits multiplicirt, dann zur Linken nach 
(IV.j, zur Recblen nach (111.) difTerentürt, und schliesslich noch 
die Reductionsformcl (II.) anwendet. 

Integrirl man das obige Iransformirte Doppelinlegral nach u 
(die Accente können jetzt als überflüssig weggelassen werden), so 
erhält man 
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iammeDgestellt, Tür die Function /' i 
leichuDgeu : 



Man bat daher, zusammeDgestellt, Tür die Function /' folgende 
bemerkenswerthe Gleichungen : 



wo a* + e* <; I ist; und weiter 
(2.) j " ^ -I 

und darum auch 

+1 ^ 4-1 

J' {z) = ^J COS (zu)']/ l-u^ ■ du = ^jsin(_zfT^^)-d«. 
oder, venu man darin einmal u^cosu, dann u = sino> setzt: 
I J'(2)^— j cos{zcos(o)sin'ai ■ da = ~ j coa{zäntti) cm'^ia ■ da 

^ — j »m{zMno>)sinefdo> = — j sm{zcosia]eosti-da. 



(3.) 



§. e. Entwiokelung von 7(*) n^oh Poteiueii von i. 

Hit Hiire der Formel (VI.) Idsst sich J(r} bequem in eine nach 
Potenzen von z fortlaufende Reihe entwickeln. Wir setzen näm- 
lich in (VI.) z^O und h = x, und erhalten: 

DigitizedbyGOOgle 
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Es is aber 

tzt man in dem letzteren Integrale cos(a^23; — 1, folglich 
la = ^l/xll — x) , rfo) ^ — .. so wird 

= 2"'+".»(v-+p+4.,+p+il 



Nun ist 

2»»+ar 

r(2,+2p+i) _ K^ r(»+p+i) . r(v+p+i) , 

folglich 



(fl 



Setzt man diesen Werth oben ein, und schreibt z^ statt z, so 
lautet die gesuchte Reihe 

<""■' ''■' - ?7^V) • 2" '- "' • ?'^5^r • 

Ais unendliche Reilie betrachtet, cnavergirt dieselbe TQr jeden 
Werth von z; bricht man sie aber mit dem (n+l}"" Gliede ab, 
so muss noch das Ei^änzungsglied 



-Ip 



binzugefägt wenlen. 

Um aus der Formel (VIII.), welche, weil bei ihrer Ableitung 
die Gleichung (I.) benutzt wurde, nur fär v > — \ gilt, die 
speciellere für ein positir ganzes v(=n) herzuleiten, berücksich- 
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r(»+i)_,,! _ 1-1' 

ist, unil erhalteD sogleich 

(VUI...) ,,-, -2'<-"'-2^' 

und daraus nocb specieller für n = und n ^ 1 : 

und 

Beiläuljg Bei nocli bemerkt, dass in allen Summen, denen für den 
veränderliclieti Buchstaben (hier p) nicht besonders Grenzen bei- 
gescbrieben sind, demselben nach und nach alle positiv ganzen 
Werthe von bis oo, die Null mit eingeschlossen, beigelegt zu 
denken sind. 

§. 7. Andere Beihenentwiokelung. 

Um^ eine von der vorigen verschiedene, aher ebenfalls nach 
steigenden Potenzen von z fortlaufende Entwickelung von Jf^y zu 
erhalten, setzen wir in dem Integral 

+1 -.1 

/'cos2h(1— u^)' *■ du 

u^i^v. Dassellie verwandelt sich dadurch in 

j'c«s--(l-.)[.(2-,)]'"*.d., 

oder, wenn man den Cosinus entwickelt, jn 

cosi fcosze[v{2~v)]''~^-dv + aim rslnzp[i>(2 — p)]'^^- rfp . 

Indem man bierin coszv und sinzv resp. durch die Reihen 

1 — ^öp + ^77 und 2 " — ^ + ^ — ■ ■ ■ ersetzt 

und dann Glied für Glied inlegrirt, erhält man für jedes dieser 
beiden Integrale eine nach positiven steigenden Potenzen fort- 
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schreitende Reihe. Bezeichnen nir diese Reihen einstweilen mit 
M und iV, so haben wir 

(1.) J,;, = -1= . —-^—^ [M cos z + m s\a z) . 

Wendet man dieselbe Transformation an auT das Integral 

1 slnjo(l— »•) *.(!«, 



/" 



dessen Werth Null ist, so gelangt man zur Gleichung 

(2.) = Äsinr — JVcosj. 

Gliminirt man nun aus (1.) und (3.) zuerst JV, dann M, so erhält 

man 

{3.1 Jux . cos z = ^ ■ M , 

(4.) ^„ . sin z = -^ ■ -—^ N . 

um daher die Reihen jlf und N zu entwickeln, braueben wir nur 
die im vorhergehenden Paragraphen für /(*) angegebene Reihe lesp. 
mit den bekannten Reihen für cosz und siaz zu mulLipliciren. 
Indem man dabei in geeigneter Weise zusammenzieht, findet mau 

f"" r(* + l) l^ 2^ + 2.3! T^(2r+2)(2..+4) 4f 
(2> + 7)(2..+9)(2y+ll) 
(2. + 9)t2,+4)(2»+6) 




[2. + 2)(2v + 4)(2»+6) 

^ r(..+ l)^l '■> : (2,+2fl* (2p+l)! 

Wir erhalten daher für /(^ folgende, für jeden Werth von z cou- 
vergente Eni Wickelungen 

^' " 2'r(,. + l).^^ ' (2r+2)Pl^ (2P>' 

Lommel, Ge»el'«he FHnclionim. 2 
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(b). •'(■.•«''^-g.r,(^^,,^( 1) (s^+ayi^ (2H-1)' 

Aus dem blossen AoMick der Gleichungen (3.) und (4.) erlicllr, 
(lass die Reihe Jtf Null ist Tür : = ^n, ^n, ^tc ... überhaupt 
ffir ; ^ "J^ n , was auch v sein mag; und dass ebenso N 



%: 8. Integralformeln für /(i, . 

Durch Umkehrung der Sätxe des §. 2. erhalten wir eine ent- 
sprechende Reihe von Integrairormeln. Aur (llf. a.) ergibt sich 
durch mnialig« Integration nach z: 



+ (-2)-' 2 C,.z'. 



-2)-.. '/(V-, 

f — " — ' 



WO die bei der wiederholten Integration eingehenden m nillkür- 
licben Constanten, unter dem Summenzeichen zur Rechten, mit 
Cp bezeichnet sind. Um diese Constanten unter der Voraussetzung, 
dass jede Integration von bis : ausgeführt wird, zu bestimmen, 
dlirerenliireii wir die vorstehende Gleichung nieder «mal nach 
2, und erhalten 



P 



- (-2)*" 2 t^P-P"'^'- 



In der Summe zur Rechten können wir p, stalt von n bis m — 1, 
ebenso gut auch von bism — n — 1 gehen lassen, nur müssen 
wir alsdann p-\-n statt p schreiben. Die Summe lautet jetzt: 
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.Setzt man nun z = 0, m erhält man, weil unter der oben ge- 
macbten Voraussetzung das Integral zur Linken verschwiDdet : 

(- 2)" ("W) + (-2)" • " I C. - . 

Da nun, dem vorhergehenden Paragraphen zu Folge, 

f -^{yT) \ ^ 1 „ 

so haben wir 

C =— (-1)" 

Setzt man dieses Resultat in die erste Gleichung ein, ro hat man, 
wenn jede Integration von bis £ ausgeführt gedacht wird: 

(1-) J z~'^J{yT) . dz" = [—if-z^^/iVT) 

_ (-2)" ''"'V ' (-If . J- _ 
2''r(v + l) ^^ 2''i*(2v4-2)''i^ 

Für m ^ 1 ergibt sich daraus speciell: 

(l.a.) / z •' J(h) .dz 2 .z ^ J{V7) + -—^ 

Wird ebenso die Formel (IV. b.) des §, 2. »»mal nach z integrirt, 
so kommt zunächst 

/ 1^ /{W) ■ dz" = 2™ . i ^ 7(7t) 

Geben sämuUliche Integrationen von bis z, so verschwinden 
alle nillkührlichen Constanten, und man hal einfach: 

(2.) Jz' jI^t) dz- -2'.z~ jTI^) 

und speciell TQr m ^ 1 : 

z> J^yr) . dz — 2z' J,yTi ■ 

2« 

DijuiMb, Google 



Erster AbKhoitt. 



Zwei weitere Integralformeln reBultiren aus den Gleichungen 
(1.) und (2.) des §. 2., nimlich 



(3.) 


/..^.. 


und 




W- 


_/■ 



Hier wie oben ist die Bestimmung der nillliQlirlichen Constanten 
unter der Annahme v'> — ^ angeführt; es gellen jedoch sämml- 
liche Formeln, vim den Constanten abgesehen , auch Tor beliebig 
negative v. 

Eine weitere brauchbare Formel erhalten wir durch Umlieh- 
rung der am Ende des §. 3. entwickelten Gleichung 

Integrirt man dieselbe Smmal nach z, so folgt 

(5.) Jz'^j'vT) . dz'- = (-!)"■ . 2^" . z^j'vT) . 

wo wiederum keine willkührlichen Conslanten beizufägen sind, 
wenn alle Integrationen zwischen und z sich bewegen. 
Beispielsweise ergibt sich daraus für tn^l: 



// 



••^J^...>__4./7.^.(/7). 



Scbliesslicb m&ge noch auf ein bestimmtes Integral aufmerksam 
gemacht, werden, welches aus der Formel (3.) hervorgeht, wenn 
man dort die obere Grenze = co setzt. Wie später gezeigt wer- 
, den wird, verschwindet J)*| für z =a oo, und man hat daher 



t'^ 



§. 9. Folgerungen bub den Formeln des §'. S. 

Ans den Formeln (VI.) und (VII.) des §. 5. lassen sieh einige 
interessante Reihenentwicbelungen ableiten Setzt man nSmlicIi 
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in (VI.) z* statt z uDd kz' sutt k, so erhält man, wenn das Er- 
gänzungsglied weggelassen und die Reihe ins Unendliche fort- 
-gesetzt gedacht wird , lunSchst 

/(.w+i) - (i+i)T_2'(-ir-f?-jS-'. 

oder, wenn man X^ statt l-\-k schreibt: 

(1.) /,;.,_ 1- 2" (- 1)' ■ '-^ • ^ • ^,y^ 

und daraus specidl rOr 1 ^ ^2 : 

(2.) Jim - ä'" _2' (-')'■ iSi ■ ■'Sf • 

Setzt man ferner in (VI.) z^ statt z und — i* statt A, und he- 
denkt, dass 

{'Jä\ _ ,^ /■ Bin" „ . J„ _ ! 

ist, so hat mao 

(3.) y ^ . j^p = — ^:^ — 

Für V ■= , 1 , 2 , . . . ergebeo steh daraus folgende speciellere 
Formeln: 

(3.a.) ^. + |^.+ ^.^. + _i_.^. + ..._iL 



Wenn man daher die Glieder der unendlichen Reihe 

folgeweise mit J", J^ , J^ oder mit/*, /*, 7*. ..., oder mit 

/', /', /*, ... u. s. w. multiplicirt, so erhalt man als Resultate 
nach und nach die einzelnen Glieder der nämlichen Reihe e' . 
Aus (VII.) findet man, wenn man daselbst ebenfalls i^ statt i 
und ' — z^ statt k subsUtuirt, und wenn v grösser als ist: 
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Ist liier V positiv ganz =m-\-l, so hanii diese Reihe in' zwei 
zerlegt werden, deren eine endlich ist und nur Bessel 'gebe Func- 
tionen mit positiven Exponenten enthält, während in der andern 
unendlichen nur solclie mit negativen Exponenten, nebst /", vor- 
kommen. Man hat nämlich statt der vorigen Gleichung, wenn 
man v=m-\-l setzt, und den Factor !*+■' unterdrückt: 

"2 '- 'i' ■ $^- ■'■^'"' + 5'-"' ■ 2^ ■ '""" = " ■ 

Schreibt man nun in der zweiten Summe, mit Rücksicht aul Glei- 
chung (V.a.) in §. 3., (_ i,"+^-p jP---' statt J'^^~'', so wird 
die vorhergehende 

oder, wenn man in der zweiten Summe lieber p-{-m-f-l statt 
p schreibt, und dann p von bis cc gehen Usst: 






2Pi» 



(4.b.). 



oder auch, wenn man die Glieder der endlichen Reibe zur Rechten 
nur umgekehrt anordnet: 

»■»■) 2 iS^ ■ 'f-' = S' '-"' • ?^i-- • ■'S" • 

p=tt 
Für in =^ , 1 , 2 , . . . geht daraus folgende Gruppe hervor : 

i-'"+Ä ■'' + 2TT:6 ■'^ + -- = -'' . 

Diese Reihe von Gleichnugen hätte man übrigens auch dadurch 
erhalten können, dass man in der ersten Gleichung der Gruppe 
(S.a.) j/T statt z gesetzt, dieselbe sodann gemäss (IV. a.) mmal 
(lilTerentitrt und nachträglich wieder z' statt z geschrieben hätte. 
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Wirrt von der mit y multiplicirten ersten Gleichunj; der 
Gruppe (4. b.) die zweite abgezogen, so kommt 

ik ■'• + i.'k '' + «-rfis '' + i:ri^, /■ + •■•-/'. 

Multiplicirt man ferner die zweit« Gleichung mit ^ ' zieht 

die dritte davon ab, und comblnirt die so erhaltene Formel in 

geeigneter Weise mit der vorstehenden, so ergibt sich: 

_? 7» 4- ^^ ji-i ^'' -J5-I _^9i.__- rai, ^ /3 

2-4-6 ~ 2-4-6-8 ~2-4-6-a-10 ^ 2-4 6-8-10-13 ^ "^ " 

Auf diesem Wege kann jede der Punclionen /',/*,/',,.., /"H-i 

durch alle übrigen von /" an ausgedrückt werden. Man bemerkt, 

dass in den Zählern der Coelticienten die ßgurirten Zahlen der 

0"". 1., 2., 3-, ... Ordnung auftreten. 

{n übersichlliciier Schreibweise lauten die entsprechenden 

Formeln : 

'' 2j 2H-'I* ■' 

, _ -^ (p+1).^ JP 

^ m< aF-t-'-H-lIV 

Die allgemeine Gellung der letzteren kann durch folgendes In- 
ductionsverfabren dargelban werden. Nachdem ^z slatt 2 gesetzt 

und beiderseits mit z ^ multiplicirt worden ist, differentiire 
man nach z, wobei links die Grundformel (III.), rechts aber (IV.] 
zur Anwendung kommt- Dadurch erhält man: 



ir.^). 



oder, neun rechts das erste Glied abgesondert, — J^ statt J~^ 
gesetzt und beiderseits mit z ' multiplicirt wird: 



b,GoogIe 
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Sobstituirt man hierin stall J^yj) die obige Reihe (5.), nachdem 
man f/z slatt z in sie elngeselzt, so kommt: 

Nun ist aber, wie man sich leicbl überzeugt 

1 (P+2)"" _ (p+ir+"' 

2*+-i|32P+-i|» «lafH^fSI« (o.+ ])!2'H-«H-»|! 

Man hat demnach 



■ ^ (n + 1)! s'+^+'l» 

d. i. die letzte Gleichong der Gruppe (5.) , mit dem Unlersctiied, 
dass ffl-|-l statt ffl und ]/ z statt z steht. Wenn daher jene Tür 
irgend einen Werth von m richtig ist, so gilt sie jedesmal auch 
für den nicbslhftheren, folglich allgemein. 

Durch Addition sammtlicher Gleichungen der Gruppe (S.a.) 
erhält man: 



5.) «^ = 2-''' + i2'-''^' + Ä-2' 



rf-H' . 



Die Summen /• + /'+/' + ■■-. J' + 7* -|- J» -| , 

/* + /* + /* + ■-- u. s. w., haben demnach die merkwürdige 
Eigenschall, dass der Werlb der unendlichen Reihe 

'*'- 1 + i + ^, + f^, + ■■■ 

nicht geändert wird, wenn mau deren Glieder der Reihe nach 
mit jenen Summen multtplicirt. 

Addirt man ferner die erste , dritte, fünfte... Gleichung der 
Gruppe (3. a.), nachdem dieselben vorher abwechselnd mit enl- 
gegengesetzlen Vorzeichen versehen worden sind, sodann in glei- 
cher Weise die zweite, vierte, sechste . . . , so kommt man auf 
folgende zwei Formeln: 

(7.) cosj. = 21-1)' •'" + f^"'-')' ■'"*' + r2''-'''-'"*' + - 

(8.) ,i„i.__2'(-i)V'^'+l_2'f--i)V"'+^2'<-'''-'"*'+- 
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MuIUpIicirt maD die erste der GleichuDgen (S.a.) mit f. die zweite 
mit 7*^*, u. s. f., und addirt sammtliche, so findet man 

= iH! ■ 
Darin ist n unveränderlich , dem p aber müssen in jeder Summe 
alle positiv ganzen Werthe von bis oo beigelegt werden. 

Denkl man sich die Gleichung (9.) Tür alle n-Werthe von 
bis ao angeschrieben, und addirt sammtliche einzelne Glei- 
chungen, so erhalt man die mit (6.j analoge Formel: 

(10.) ,5- _ 22' ■'' ■''^ + i Z^ ■''*' -^ 
+ ?r,'Z'2 '"*' '"^ + ■ ■ ■ ■ 

wo die doppelten Summenzeichen bedeuten, dass sowohl dem p 
als dem q alle positiv ganzen Wcrtbe von bis oo beizulegen sind. 

Man sieht, wie man dieses Verrahren iu's Unendliche fort- 
setzen und immer neue derartige Formeln ableiten könnte. 

Kehren wir jedoch schliesslich zu den oben gefundenen Glei- 
chungen (2.) und (3.) zurück. Wird letztere mit 2^ multiplicirl 
und erstere zu Ihr addirt oder von ihr abgezogen, so resulüren 
folgende zwei Gleichungen: 

(11.) 51 iL . j.f'' '-- - + •''''•^' , 

(121 v i^ ■ jf'i*' '- ijI3 , 

welche für v ^ sich me lolgt gestalten : 

("•••1 2{4. + Ä'-4, + 2^--'*.,+-} -1 + 4.»^). 

(12...) ■i{\iU+^^-'m + i:i^^-4,+-}-^-li^- 

Multiplicirl man endlich die Gleichungen der Gruppe (S.a.) der 

Reihe nach mit 1 , — y ' + 077 ' — ötzTr ""^ addirt 

sammtliche, mit Rücksicht darauf, dass nach [VIÜ.a. §. 5.) 
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2-2 ' 2.4-2-4 2'4-6-2-4-e "•" 

uDd nach (2.) des gegenwärtigen Paragraphen: 



2 T^ 2-4 2-4-6 



rJ' + 



rire-''+- 



■v^ ■'(.''■) 



so findet maa 

A°i = j'.i-r) + -. 

oder 



■ Juni + . 



- J(.n)+- 



■''•> - 2, i^' "T~ ' 

2B 
oder auch, nenD man z^2 statt z setzt: 

(13.) /J'.rf)-2'2*--'f"'- 

§. 10. Eatwickelung von /(T-f-ji) - 
Der Taylor'scbe Lehrsatz gibt 



'l=+A) ' 






Nach Gleichung (6. §. 2.} ist aber 

Setzt man diesen Werth oben ein, 
pelreihe 



> kommt man aur die Dop- 



worin q nicht grösser als p zu nehmen ist, indem die Glieder, 
in welchen 9 > p, von selbst verschwinden. Man kann daher 
vorstehende Gleichung kürzer auch so 

.r^.,-^2'-"'-2v^^'-r'^"_ 
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schreibeu. Was den ladei der Besserschen Function unter dem 
Summenzeichen betrifTl, so können folgende drei Fälle eintreten. 
Entweder ist ^ 

m— p + 2j = , A.\i. p = m-\-'ifj . 
oder m — /( + 2y^r+l , ä.h.p^m-\-2q—r — 1, 
oder »I— p+ 2} = — r— 1 , d. ll. p = m + 2? + r+ 1 . 
worin unter r Null oder jede positive ganze ZabI zu verstehen ist. 
Substiluirt man diese Werlhe von p in obige Gleichung, so zer- 
fällt jene Summe in deren drei, von denen jcdocb die erste nur 
eine einfach« ist. Man erhält nämlich 



^r.*« -4,2 '■-'''' -i^l 


«■Tip 


+ 22i-'r-^' 




+ 2.2<-"'-^?Si-i.-^""" 


Nun ist aber, nach Gleichung (Vlll.a. §. 


6.) 




- Jw . 


ferner der Coefficient von /J^j' 




^l-O'-^it^^S^f. 


- Jm"' 


und ebenso der Coefficient von /f,""*-" 




2i-^r-j;^.' 





WO iu den letzteren Summen r constant gedacht werden muss und 
das Summenzeichen sieb also nur auf die Grösse q bezieht. Wir 
erhallen demnach folgend« merkwürdige Gleichung 

(IX. a.) j,:+« - j;, 4, + i'JHT"' ■'w ' 

oder auch, weil i und A mit einander vertauscht werden dürfen 

(ix.b.) /•+», — 7j|/(" + iv,;f /fi ' 

Für in=^0'gebt daraus hervor. 
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(IX. c.) jUj., - yj, jj, + 2 i (- 1)'+' ji*' j'*' 

oder 

AVa) = ^m ^) — 2 4») /(i, + 2 /^) . jft) — 

— 2 Jj, /(») + 2 J^A) /(t) — ■ ■ ■ , 
woraus wiederum für h^ z die folgeode Gleichung 

A., - WO' - 2 W.))' + 2 W - 2 W))' + ■ • ■ 
resullirt. 

Ebenso wärde man, nach einer leicht ersichtiicheo Umror- 
mung, für m = 1 

(IX. d.) /('^, = 2{-irj(,t'Jl-> + 2:[-vf.ji>,-,j;^\ 

(1. i. 

J(i-M) ■= Jy) As) — ^V'-> ■H') + ■'w ■'^lO — ■ ■ ■ 

+ -Hm ■^m — ■fw At) + Aa) A«) ~ ■ ■ ■ 
erhalten. Ü. s. w. f. 



%. 11. Umformung von J",) . 

Um /{"), für ein positiv ganzes n, in anderer Form als in 
der durch die ursprüngliche Definition gegebenen zu erhalten, 
gehen wir aus von der Gleichung (1-, §. 1) 

A') -= ^^7^ ■ J e {1—u') ■ du . 

Nun ist bekanDtlicb 

wenn die Function f{tf) so beschaffen ist, dass f{u), { > ••■ 
" ä " ;^ ! '"'"" ^"'' ror u = a und u =i ft. Ausserdem mOssen 
selbstverständlich - ' - ^ und - 

au" ^rf" 

grenzen endlich sein. 

Nehmen wira = — 1,6 = +1, f{u) -= (1 — «*)"". 
J^(u) = e"", so sind die genannten Bedingungen erfüllt und wir 
erhalten 
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Es ist aber 




ferner 




8— H-fl""* 




a»-' 




und darum auch 




a"(i^«")"" 


-* 



(_1)- . l-i- . ■ 



' ' B1D(D 

Man erhält daher nach Substilulion dieser Werlhe, wenn zur 
Rechten u = co9o> gesetzt wird, 

i-"«" /e'"'{l — m'}" . dw = 1"'*/ e'-'"""cosno). rf», 

oder, was da8sell>e ist. 



(1.1 j;, _ fc^JV-" 



eine Formel, welche fttr jedes positiv ganze n. die Null mit in- 
begriffen, gütig ist. 

Aus der Theorie der Fourier'schen Reihen ist bekannt, 
dass fQr jeden Werth von -^ zwischen uad n 



m 



■=^Jf{<^)-d'»>-\-^^oos(p-\-l)il,Jf(a,)cos(p-^l]«.dm 

ist. Setzen wir hierin f(il>] = e"'""'', so ergibt sich mit Rück- 
sicht auf (1.): 
(2.) J""^ = /("., + 2 .2?!^' /(^* . cos(p + l)* . 

Daraus folgen unmittelbar die zwei Gleichungen: 
(3.) c.os(icosv)=/'>— 2J'cos2t + 2/*cos4t{-— 2/«cos6t+" 
(4.) sin (z cost) =» 2 J' cosif— 2J^cos 3t|/-t-2 7* cos 5^—2 /'cosTf -f — 
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Setzt mao darin i^ = ~ — to , so hat man weiter 
(5.) cos{i;siDCD) = J«+2J^cos2w+2/'cos4<o+2J'co86(o + — 
(6.) i>in(zsinoj) = 2J'siDii. + 2/3 8in3B + 2/»sm5w-f-- 
Aus den beiden letzteren Gleichungen ergibt sich im Hinblick auf 
die Theorie der Fourier'schen Reiben sofort: 



C^-) -^(o = i/c- 



(8.) Jf^^ = h f "" (^S'l'a) sin(2n+l)o>. da, . 

Da nun offenbar 



= - / cos(! 



I (isinta) sin2no. rfo> 



w} cos (2 «+!)(» .dat . 



so erhält man, wenn man die erste dieser Gleichungen zu (7.), 
die zweite zu (8.) addirt, aus beiden die folgende Formel, welche 
demnach für gerade nnd ungerade n giltig ist: 



» •'«-i/ 



cos(sstn(a 



Diese letztere Gleichung enthält die ursprünglich von Besse) 
gegebene Deßnilion der Function /("). Ich habe vorgezogen, die 
Eingangs gebrauchte Form als Definition zu benutzen, um den 
Begriff der Bessel'schen Function bequem auf beliebig reelle 
Werthe des Index ausdehnen zu können. Der Nutzen dieser Er- 
weiterung wird in der Folge klar hervortreten. 

Aus der Formel (1.) des gegenwärtigen Paragraphen lässt 
sich noch eine eigentbümliche Reduclionsformel für J^") entwickeln; 
bekanntlich, ist 

Setzt man diesen Werth in (1.) ein, nachdem man daselbst 2n 
slatt n geschrieben hat, so kommt 



cos2nB = V(— l)*" 
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^^2 



,_,,,.. .j^g^.j;,.....,„.,„ 



oder 

(10.) .s-H.r^f-')'-^;-'-^'-!- 

eine Formel, welche /(:) durch J(%, /(':,, ... bis /(*) auszudrücken 
erlaubL Aus ilir gehen im Einzelnen folgende Gleichungen hervor: 
/« = /» 

/2 = ^ /o -(- ?-^ . ^ 

(lO-a.) /4_j«_*^.:^ + 1:|^ .£! 

ro _]_''■'' :^ 6-4-6-6 J^ . C-4-2-6 -a-10 J^ 

' a" 1 2-4 ■? I ä^I^e ■ i^ 

Die zneite derselben ist bereits in Gleichung (It.) enthalten. 

§. 12. /(') als Entwiobelungaooefacient. 
Die fiessel'sche Function J"^) mit ganzem Index wird auch 
als CoefBcienl der Entwickelung von e^'i^~'») nach (positiven 
und negativen) Potenzen von y deiiuirt*}. Es ist nSmItch 

~ 2j 2"!* ' 

Mulliplicirt man diese beiden Gleichungen mit einander, so kommt 

,^^(^-7) =. -V V f-D' ■ '^'■^- ■ 

Die Doppelsumme zur Rechten, n eiche sich tiber alle positiv ganzen 
Werflie von p und q von bis oo erstrecitl, zerlegen wir In drei 
Summen, deren erste von y frei ist,. die zweite nur positive, die 
dritte nur negative Potenzen von tf enthält, indem wir zuerst 
p — 5 = 0, dann p — j ^ r -f- 1 , endlich p — 51 = — (r-f- 1) 
setzen. Dadurch wird 

*) S, Schlönilcb. Ueber die Bessel'sclie Fnnction, ZeitBchrift 
für Math. n. Phya. II. Jahrgang. S. 1»7- 
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22 



"f" /, / , ' l)*^^ • .p|8.p+r+l|i ■ 



Hierin ist der CueDlcient von y 






(nach Gleichung Vlll.a. §, 5.). ebenso derjenige von y^ * gleich 
(^1) /(^^, wäbreoil das von y iinabliängige Glied nicitts an- 
deres als J(i) isl. Wir haben demnach 

(1.) «*<'^^)_-/" + 2/'+'.i,'+'+i;(_l)'+'/-+'y-"+'> 
und Doch, wenn — y statt y gesetzt wiiHi: 

Hultiplicirt man diese beiden Gleichungen mit einander . so erliAlt 
man 

1 _ (/•)' +' /• 2 /'+')'+' + J' 2! (-1)"" J'*','*' 

+ j'2: J'+- y-"+'' + /■ i (- 1)'+' /'+' !,-'"*•'' 

.+ 22; (— 1)"+' /•+' /'~^' y""-" 
+ 22: (- 1)»+' /«-'/'+' j"'"^" . 

oder, indem man in geeigneter Weise zusammenfasst: 
1 _ Uy + 2 /• 2 y"HJj,»+> + 2 /» 2 ^!.-Wj,-(ir+» 
+ 2 ZSji*' /•*','-' 
+ 22 (—1)'+' J^' /'+'j,e+'^ 
+ 22 (- 1)"-' /»+'/'+' j,- "*-^ . 
wo in der ersten Doppelsumme, nämlich in 
2 22 /"■'/'+'»•" 
die ganzzahligen Werthe von q und r so zu wühlen sind, dass 
ihre Summe eine gerade Zahl gibt. Dann muss aber auch ihre 
DilTerenz q — r positiv oder negativ gerade (oder Null) sein. Zer- 
fällen wir dieselbe in 3 Summen, deren erste von y unabhängig 
ist, die zweite nur positive, die dritte nur negative Potenzen von 
ff enthält, indem wir ähnlich wie oben zuerst g — r =^0, dann 



DijuiMb, Google 



Die BesBeraohen Fanctionen erster Art. 33 

ff — r = 2p + 2, endlich j — r^ — (2p+2) setzen, so habe» 
wir 

• 2 22: j^^ /'+' y«-^ = -2 2; (j^y 

Was die beiden letzten obigen Doppelsummen anlangt, so können 
aiidi sie nur gerade Potenzen von y enthalten, indem die Summ«; 

2;(_ !)»+> /^' r+' (g + r = 2p + 1) 
für ein ungerades q -\- r identisch Null ist. Setzen wir daher 
auch <Iort q ■\- r ^ 2p, so bähen wir schliesslich: 

1 = {jy + 2 2?(/^7 + 2 j" 2 j^'^ y'^'^^ 

+ 2 2:2^/"+V^"^/'^+ 2/2?(— i}'^V«+V*''"^'j,*'^' 

Da diese Gleichung für jedes y gelten muss, so ist das absolute 
Glied zur Rechten notbwendig gleich 1. Man hat daher die be- 
merkeuswerthe Gleichung*) 

(2.) (/")' + 2 (;')■ + 2 (/')■ + 2 (/■)' + ••• = !. 
Ausserdem muss der CoelBcient einer jeden Potenz von y ver- 
schwinden. Heben wir den Coefliclenlen von y^""^ heraus, so 
lautet derselbe 

r=0 9=0 

Der ersten Summe, in welcher r alle ganzen Werthe von bis c» 
annimmt, kann augenscheinlich das vorausgehende Glied als An- 
fang^lied einverleibt werden. In der zweiten Summe, deren 
Gliederzahl stets ungerade ist, sind je .zwei gleichweit von der 
Mitte absiehende Glieder einander gleich. Sondert man daher ihr 
Mittelglied ab, so kann man sie in folgender Weise schreiben: 

= (-.I)-**-» {f+y + 2 2?(-— 1)«+' J^^ ja«+i-9 _ 

________ «=o 

*) Hansen. Ermittelnng der abaolnten Störungen in Ellipsen v 
beliebig-er Excentricitiit nnd Neignng, 1. Theil, Schriften der Stf 
warte Seeberg. 8. 101. 

l-ommcl, BiK«fr.cliP Funclionc«. -3 
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Man gelangt <)cmn3ch, nenn man den Coefficienten von t/*''+^ 
gleicli Null setzt, zu der Gleichung: 

(3.) 2 2:j''j'^^"'+' = (-1)" (J'^'f + TTi- 1)" j'^' y^"-+' - * . 

4=0 

Daraus ergibt sich speciell 

il Z J' }<■*'- {j')' 
ISJ' f** (j')' + 2 /• /■ 
2 2 J' /f — (/")' + 2 y' /' — 2 /• /' 
iSjt jtV (j*)' + 2/'/ — 2 7'/ + 4/'/* 

Der CoeRicient von y- (*«+*> der Null gleichgeseUt , würde zur 
nämlichen Gletcliung (3.) führen. 

Nun werde in Gleichung (1.) 2s statt z gesetzt, so hat man 

und wenn man dieselbe Reihe ins Quadrat erhebt: 

Was die letztere Doppelreihe anlangt, so zerfallen wir dieselbe in 
drei Summen, deren erstere von y unabhängig ist, während die 
zweite nur posilive, die dritte nur negative l'otenzen von y ent- 
halt, indem wir zuersi p — ^ = . dann p — q ^ r ■\- \ nnd 
endlich p — q^ — {r -f- 1) setzen. Dadurch nimmt vorstehende 
Gleichung die folgende Gestalt an: 

(5.) / ^^~ ^) = {Jt;f + 2 S{- Xf^' (J^'f + 2 J,% 2:j^' .y^' 

Vergleicht man hier die Coefflcienten der verschiedenen Potenzen 
von y mit denjenigen der gleicltliohen Potenzen von y in Forniitl 
(4.], so erhält man zunächst folgende zwei Gleichungen:*) 
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(6.) 4.) = (/,%)' - 2 {4,y + 2 (40* - 2 {Jmf +■■■ 

(7.) J,i,) = 2 /(" ) /('i) — 2 /(t) /,*) + 2 /(t) /(t) — 2 /(*) /(t) H , 

welche übrigens aus §. 10. bereits bekannt sind. 

Die erstere kann durch Coinbination mit der GleichuDg 
1 _ W.,)' + 2W.,)> + 2(/<y' + 2 (/<=.,)' + ■.. 
nach Beheben in die eine oder die andere der beiden folgenden 
Formen gebracht werden: 

(6. a.) 4o = - 1 + 2 (Jt,f + 4 (4))' + 4 C-^^))* + ■ ' ■ 
(6. b.) 4,, = 1-4 (4,)' - 4 (4))* - 4 (4))' + ■ ■ - ■ 
Vergleicht man überhaupt in den Gleichungen (4. und 5.) die 
Coerficienlen von y'^^, so erhält man allgemein 

(8.) J^^t = 'i Ju)"' A'i"*^' + 2 i;(— l}"" . /fz) . -J^"^ . 

va die erstere Summe eine blos endliche, die zweite aber ein«' 
endlose ist. Speciell würde daraus hervorgehen: 

I/(|,) = (/^)* + 2/(°,/,|)+ 2/ti)/(*)+2/,^,/('i) 
4=^ = 2 /l^) /(^j -|- 2 /(",/(*, — 2/,i,J{J, + 2.y(*)/5)— - 
/jt> = U*,))* + 2 /(j,/(t) + 2 /(")/*.) — 2 /,l, J(t, 
+ 2 /,*,/(•,--. 

Indem man in Gleichung (1.) inz statt z setzen, und sie dann 
auch noch mit m potenziren würde, könnte man auf dieselbe 
Weise Multiplikationsrormeln ffir /[,„) gewinnen. Dieselben sind 
aber so zusammengesetzt, dass wir ihre Entwickelung lieber unter- 
lassen. 

%. 13. Beihen, welche nach Bessel'scbeii Fanotionen 
fortsohreiten. 

Wir multipticiren die Gleichung (H.a. g. 1.) mit irgendeiner 
Function f{v) von v, so dass sie die Gestalt 

— ■ v/-(v) . /' = f{v) y~^ + f(v) /*+' annimmt, 

setzen sodann statt v nach und nach v-f'2, v-|-4, v-\'& 

v-\-2p und addiren sämmtliche so erhaltenen Gleichungen 

bis ins Unendliche. Das Resultat dieser Operation ist die Gleichung 
3* 
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Setzt itian nun 

(».) ^(v)_ (■.+ir(v-iri-", 

so Ist 

,'(v + 2p) + /•(.+ 2j + 2) - (y+2p+irl'(v + 2p-l)"i-' 
+ (v+2p+3r"(»+2p+irl-' 

- (v+2p + l)""(v+2p-ir"-'(v+2p+l-2n) 
+ (v + 2p+irl' (.+2p+l+2n) (, + 2p-l)— 1-' 

- (^ + 2p + ir"(«+2p-l)-'l-'(2v+4p + 2) 

- 2(v+2r+ir'"(v+2p+li-'-'. 
Setzen wir zweitens 

(w fi") - '-*"' (.-2ri-' , 

so Qnileii wir ebenso 
fi' + ^P) + fy+ip+i) - (v+2p)-+'l'(v + 2p-2)-l-' 
+ (,+2p+2)'+'l'(v+2p)'<-' 

- (» + 2p + 2r»(. + 2prl-'(v+2p-2») 
+ (v + 2p+2)"l*(v+2p+2H-2») (v+2p)-'-' 

- ly+2p+2f"lv+2p)"<-'(2v + ip + 2) 

- 2|« + 2/> + l) (v+2p+2)-l'(„+2,)-l-'. 
Substituirl man jetzt diese Wertbe in (1.) so gelangt man zu fol- 
genden zwei Gleichungen 

_ (v-l-l)-» (,-!)■'-' /— + 2 S (,4.2,,+ irl" (,+ 2p + lf-^J'+'-*', 

und 

(2.) 1 ^ (v+2p)*+-^l' (v+V)*^""' ■''^'' 

— v**-'l*(v— 2)"I-V*' + 2 2? (H-2p+l) (v+2p+2)"l'(H-2p)"'"' . 7*+**^' . 
Sondern wir nun von der Summe zur Linken in Glelcliungj(l.] 
(las ersle Glied ab, indem wir zuerst ^ ^ 0, dann p -\- l stalt 
p Setzen, schreiben wir ferner in Gleichung (2.) v -\- 1 statt v, 
so lauten dieselben, sofern man noch zur Abkürzung 
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2 (.+2p+ir"{v+2/,+ir'-' /•+"+' - j;, 

2;{,+2p+2)(,+2p+3r(v+2p+i)"i-' /•+"*■■ _ i»;, 

setzt, wie folgt, und zwar die erstere ' 

7(«+i)'"(»-ir'"'-''+ f e;„-(v+if'{v- i)"'-v— + 2^;, 

oder, besser, wenn zur Unken — /^~' durcli die Summe 
J*~ -\- /***'* ersezt wird: 

(l.a.) (f+l)"l''(..-I)"l-*/^+' + ^Bl,^ = a^v). 
Ebenso die letztere 

[2.a.) |- ^^' = (v+l)"^"* (v-l)"'"* y- + 2 ^,, . 

Addirt man beide Gleichungen, nachdem die erstere mit x mul- 
liplicirt worden, so findet man 

— 2r^„ + (»+l)*+"'(i.-l)"'-V", 
oder auch 

= {v+i)'^"*{v-iri-* ."^ - (.'+iri*(v-i)"'-'/*^'. 

Seizt man darin nach und nach »+l, « + 2, ..., n-\-m — l 
statt n, üividirt die so entstandenen Gleichungen der Reihe nach 
durch i', z*, ..., i*<»'-» und addirt sie zur vorstehenden, so 
erhält man 

4i -^«^ - 2 ^w 

»^^ (>-}. l)-H-H-'li(^_I)->f»-M .,H-l'^' (v+l)-^"('— l)"^" 

oder, wenn man darin n = annimmt, und beiderseits mit z^" 
multiplicirt: 

{Z.l 2^,, = 2/"^.) + /^(l+l)^'"(v-l)''l-^'"-''^' 
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und noch, vermöge (2. a.) 

(4.) 2BlU=- 2i'"+'^,)+/''^(v+I)'^'l*(v-l)'"-*i'"-''' 

- /•+^'i'(v+lfl*(v-l)'"-%*~-''^'. 

Diese beiden Gleichungen erlauben, die nadi Bessel'scben Puuc- 

lionen Tortsc breitenden Reihen ^^) und ^) durch J" und /"*"' 

und die einfaclisle derartige Reihe 

^ - Sj'^'r*' _ /•+■ + J-t» + J-« + /'+' + .. . 

auszudrücken. 

Setzt man in beiden Gleichungen v ^ — 1 , so verschwindet 
in jeder derselben die erste Summe zur Rechten völlig, während 
die zweite sich auf ihr erstes Glied reducirt, so dass man hat 

2 ^_,) = z^" (2 /_o — /") . 
2 ^_i, = z''^' (2 ^_o - J") . 
Hier ist 

2 4-1) — J" = 2 £ PP — J'> 

= /» + 2 /» + 2 /* + 2 y" + ■ ■ ■ ■ 
Au» der Gleichung (5.) des §. 11. ergibt sich aber Tür ra == 0: 

/» + 2 /' + 2 J< + 2 y» + ■ ■ ■ = 1 . 
\Vii- haben demnach 

2 ^_i> = I»» 

2 B^_i, = zä"+' , 
oder : 

(5.) 2 2? (2pr^2prl- v- - z*-., 

(6.) 2 .£ (2j» + lj (2p-|-2)"'l' (S/.)"*!-' J^'^^ = z«-^' . 

In der ersten dieser Gleichungen dar! man nur. dann m ^ setzen, 
wenn man nicht vergisst von dem ersten Gliede der Reihe nur 
die Hallte zu nehmen, die andere aber lässt für m ohne Weiteres 
jeden Werth von bis cx> zu. 

Specialisiren wir diese beiden Formeln, so erhalten wir fol- 
gende Gruppe von Gleichungen, wodurch sSmmthche positiv ganzen 
Potenzen von x nach Ressei' sehen Functionen entwickelt sind: 
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i/»-j- 2 /* + 2/' + 2/8-1 = ] 

2 (2^ /' -j- 4V* -f- 6^ J« + ...) = i 

2[4.6.4.2/*+6.8.6.4/''-f-8.10.8.ßJ8-J----; = j 

2(6. 8. 10. 6. 4. 2/«-f-8. 10. 12. 8.6. 4/8 _[....) =, ^ 



2y 


+ 3J" + 5J> + 7/' + 


...) 




^ 


j 


2(3, 


.4.2 J> + 5. 


6.4 />+ 7. 


8.6 J' 


+ ■• 


.) = 


i' 


2(6, 


.6.8.4.2/5 


+ 7.8.10. 


6.4/' 


+ ■• 


•) = 


'" 



Auf die erste Gleichung der Gruppe (6.a.) würde man auclt kom- 
men, wenn man die Gleichung (6.) des §. 11. nach a differen- 
türte und dann 10 = setzte. 
Wenn man die aus 

^ /■(-). /•-/"(»)/-' + /-(v)./'+' 
durch successive SubsUtuLion von ii-|-2, v + 4, .... v + 2p 
statt V lierforgehenden Gleichungen abwechselnd mit entgegen- 
gesetzten Vorzeichen versieht und dann addirt, so erhält man 
zunächst 

f ^ (-1)' . (r+2p) /•(v+2f) /-+" _ f{v) . /— 
- i(-l)'(/-(v+2p+2) -/•(.+2P))/-»'*-'. 
Setzt man nieder zuerst 

f(v) ^ [v^\f'[v-\f^. 

sodann fM = v"^''* {w 2)"'"*, 

so ist im ersten Falle 
• /•(v-f-2p+2)-/'(v-|-2p) = 4«[v-[-2;.+^}"'*(v^-2p-l)'^'f-^ 
im zweiten aber 

/'(''+2p+2)-/'(v+2p) = 2(2«+l)[v-l-2p+2r'V+2p)'''-'. 
Man hat demnach , wenn man diese Werthe oben einsetzt, fol- 
gende zwei Gieichungen 

(7.) 1 2'(-l)' (»+2p)(» + 2p+ir" {,+ip-lf-' !•*" 

-(»+ir"(^l)"'-'/-'-2.2«i(-l)'(v+2f+l)-l'(^2p-l)-'l-'/'+'' 

- .** IV-*r'"V-'-2(2»+l)2(-l)'(,+2;H-2)-l"(.+2p)'l-'/'+" 
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Obsclion diese Gleichungen einer Beliandlnng. wie sie oben ai> 
Jen GIcidiungen (1.) und (2.) geübt wurde, uicltl tähig sind, lie- 
fern sie dennoch eine Reihe interessanter Relationen. Setzt man 
z. B. in (7.) « ^ 0, so hat man 

(9.) 2 ^ (- l)*" (v+ 2p) J*^" = z J*'^ 

und daraus speciell 

12 [/' — 3 /3 _|_ 5 /5 _ 7 j7 ^ ...) = j /o 
2 (2 /» — 4 /' -|- 6 /» — 8 /8 -f- ■ ■ ■) = i J' 
2(3/' — 5/'^ + 7 J' — 9/>+ ...) = !/» 
2 (4 J' — 6/8 4- 8/** — 10/"'+--.) — 2/» 

Diese Gieichungen, durch welche jede Besscl'sche Function selbst 
wieder nach Bessel'schen Functionen entwickelt ist, halte man 
natürlich, da ja für n^O das erste f(v) = l ist, auch erhallen, 
wenn man die aus der Gleichung (U.) durch Einsetzen von v -{- 2 , 
v-\~i , ... , v-\-2p , ... hervorgehenden Gleichungen mit ab- 
wechselnden Vorzeichen addirt hätte. 

Setzt man ferner in (7.) n ^ 1 , so' wird 

^^l~l]''{v+2p~l){v-{-2p){v+2p+l)J^'' 

= (v+1) (y-1) J-^ - 2 . 2 2(-ir (v+2p + l)y'+*'^' . 
Nach (9.) ist aber 

2 ^(-1)^ {v+2p+l] J'+^'^' = zJ* . 
fnlglicb hat man 
(10.) 2 ^(-I}** . (v-{-2p-\) (v-\-2p) (v+2p+l) r-^'"- 

= z . (v+l)(v-l)/*-'- 2i^/', 
also z. B. für V = 1 u. 2: 

^p,|2(2.3.4j3-4..5.6/='+ 6.7.8/^—8.9.10/''+-) 2iV " 

"^ \2(1.2.3/*-3.4.5/'+5.6.7/«-7.8.9/'+-)=3i/|-2e»/'. 



Aus (8.) folgl für n — : 




1 2''-''' f'+äP)' •''*■"' - ••''-'- 2 2'(- 


-1)' ]•+"+' 


Fol- 1/ = 1 ist nun die rechte Seite 




/• - 2(y'-y' + /«-/«+ ...) 




und für V = 2 : 




2/1 — 2 [/3_ js-)-/i 1 ] , 
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(121 i 2(/'-3V + 5V>-7'r 

|2 (2V^ - 4V^ + eV« - 8^ /^ 
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S«Ul man aber in den Gleichungen (3.) und (4.) de» §. 11. ^=^0, 
S4> kommt: 

,|j, f /«-aj' + ayi-a/' + cos^ 

t2(^' — /' + J' — J'H ) — sini. 

Demnach liat man anch 

und 

1 2'(-l)''(2p + 2)'-'"^ — sl» «. 
oder 

= /' + • 

'+••■)■ 
Endlich gel noch bemerkt, dass, wenn man zur Gleichung 

/• _|_ 2 /» + 2 /« + 2 /« H ■= 1 

die erste Gleichung der Gruppe (11.), nSmlich 

J« - 2/^ + 2 /< — 2/8 + .-- = cosz 
addii't, oder davon subtrahirt, noch folgende zwei Gleichungen 
hervorgehen : 

(131 i /'> + 2J*+ 2J« +2/'^ + cosH^ 

\a/*+2/9+ 2/'»+ 2 J" + ■■■ = 8in^s. 

§. 14. FortaetKuiig. 
Wir gehen jetzt von der Gleichung (5. §. 3.) aus, und mul- 
tijdiciren dieselbe mii f{it); dieselbe lautet alsdann 

2^W-|^ -/•«■'"' -/•«■'•+'. 
Hierin setzen wir nach und nach (i-^-2,n-\-i,...,fi.-\-2p 
Btatl n und gleichzeitig resp, v -^ 2 , v -\- i , ... , v -^ 2p statt v. 
Durch Addition sammtlicher einzelner Gleichungen erhalten vvir 

Nebmen wir nun wieder zueräL 

ferner 

so dass einmal 
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und dann noch 

wird, so gelangen wir zu folgenden zwei Gleichungen: 

~--(|l+l)•'•(l^l)•''•J'-'+2.2nS(|^+ip+l)■'•|r+2p~lrr"-'J'~^"+• 
und 

(2.). 2 I 2 ((* + 2p+ir'l* [f. + 2p_i)"i-« /-+*' 

= [f.+l)''+^l*(^ l)"l-V^^+2(2n+l)2?{H-2H-3r''(H-2p+l)"'~V'^'~^' . 
Von der Summe zur Linken in der ersten Gleichung trennen wir 
das erste Glied dadurch ab, dass wir zuerst p.= 0, dann p~{-l 
stall p setzen; in der zweiten Gleichung dagegen schreiben wir 
v-|-l statt V, wodurch die beiden Gleichungen folgende Gestalt 
annehmen: 

2(f +i)-'"(f-iri-'|i'+2| 2 (c+2j>+3r"(c+2p+i)"'"' ■'•+*+' 

+ 2. (2» + l)2;(p+2p + 3)*(^+2p+irl-' /'*"*'. 
Setzt man nun zur Abkürzung 

Sif+ip+if (^+2p-i)-"-- j-^^^ = e;, , 

2(^ + 2p + 3r(p+2,+l)-l-'j-*"*'_ii,, 
SO lallten vorstehende Gleichungen folgend erm a ssen : 

^^ I ( 2 (^+1)- V-l)"l~-'y: + 2 ?^> = (^+l)-»(^_l)-l-V'-'+ 2 . 2 „ 1%, 

1 2 ^' = (^+i)-+'i'(^- i)-i-' y + 2(2„+ 1) je« . 

Wird die erstere mit 2n+l mulliplicirt, die zweite nach z dif- 
ferenliirl, und «erden beide sodann addirl, so ergibt sich: 

+ 2.2n(2»+l)CJ„, 
oder nach einer leicht ersichtlichen Umformung 

(*) 2 -^i _ J (^+l)-+'i'(f-l)"l-'/-' 
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Daraus folgt zunächst Tür n = 

(6.) 2 . ?^^' - i (f + 1) /--' - 1 (^- 1) y+' 

oder 

(5.) 2 ^^(i,+2p+l)J'*"^'-ifi.+l)j"~iii.^l]j-*-\ 

Setzt man darin nach einander ^ = 1 , fi = — 1 , so hat man 



(5...) 2 ^, ^ {2p + l) J-*''^' = J- 




(5.b.) 2^ 2 2P--''+'^' -■''*"'■ 
woraus noch specieller folgen würtle: 




Da nun nach Formel (3. §. 6.) 




fj'dz = 1 — /», 





so hat man 

1 2 (2 J> + 4 J' + 6 /' + 8 /■ + •• ■) 





WO die Integrale von bis : genommen sind. 

Sei ferner in (4.j n nicht Null, dagegen (1=1 so haben wir 

(6.) ?^'_2„(2„ + lK„. 

Diffcrenliiren wir diese Gleichung nach und nach "2, .4, G, ..., 
2m mal nach z, und setzen gleichzeitig resp. n-|-l. 1-1-2, «-{-3, 
..., n-{-m statt n, so erhalten wir folgende Gruppe 

-^_(2„ + 2|(2, + 3) -JL 
J- _ (2„ + 4) (2«+5) -J'- 
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AiJdirt man diese Gleicliuugen, iiaclidem man die erste mit 
(2n + 2)(2n + 3), die zweite mit (2n + 4) (2b+5), die driUe mit 
(21-1-6} (2n-|-7) , ..., endlich die vorleUte mit (2»+ 2ffi)(2R4-2)R'f 1] 
miiltiplicirt hat, so flndet man 

(')• g,Ji. 2«(2« + l)(2» + a)(S. + 3)cr„. 

WO n nicht Nulf sein darf. Für n = 1 wird sie 

^■>i-|-K^«-M 

(7.a.) g^..+i' =2.3.4.5Cf,>- 

Ebenso würde man für ein positiv ganzes n und ix ^^ — 1 aus 
^4.) die Gleichungen 

und 

—^^ 2»(2„ + l)(2, + 2)(2» + 3)C,% 

finden, welche sich jedoch von den Gleichungen (6.) und (7.) 
nicht wesentlich, unterscheiden. 

Nun folgt aher aus Gleichung (5.), dass 



oder 



'li '-'"'■ 



Dadurch wird aber aus Gleichung (7.a.} die folgende 

. ■-^^^= 3-4.5 ///-'dz^ 

Durch diese Gleichung, welche in vollständiger Schreibweise, und 

wenn v-|~^ ^^^^ ** gesetzt wird, so lautet 

(8.) 2?(2p+4)*+'l*(2p + 2)*+'.l-*/'+*'^'=3.4.5/j*rfj**+*, 

und die bereits bekannte 

(O.a.) 2.£(2p + 2)/^*'^*=///'di' 

sind alle viel fachen Integrale gerader Ordnung sämmt- 

licher Bessel'scher Functionen in nach Bessel'schen 

Functionen fortschreitende Reihen entwickelt. 
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Setzt man in der zweiten Gleichung (3.) « ^ und (i == — 1, 
so ergibt sich 



oder, weil nach (5.) 



^^-f'^ 



2 2J?_„ =fr+'dz. 
Schreibt man statt D die eiilsprech^nde Reihe und setzt gleich- 
zeitig V — 1 statt V, so hat man 
(9.a.) 2Sj^^'^' =frdz. 

Suhstituirt man ferner in die 2"^ Gleichung der Gruppe (3.) m-^-l 
für n und 1 für (*, so folgt 

(Jm-|-d)i*(i) = — g -— 

oder vollständig geschrieben und v durch v-\-l ersetzt: 
(9.) {2m+3) 2'(2p+4)~+"'(2/^+2)'"+'l-V^"^ = 3.4.57^/'d/"^. 
Durch die Formeln (9.) und (9.a.) sind demnach auch die Inte- 
grale ungerader Ordnung einer jeden Bessel'schen 
Function nach Bessel'schen Functionen entwickelt. 

Für * = z. B. lierern die Gleichungen (8.) und (9.) fol- 
gende speciellere Formeln: 
2(2 J^ + 4/* + 6/«-|-8 J^H ) =ffj«dz^ 

i.G.2J*-\- 6.8.4/» + 8.10.6 /»-| =3A.5p<'dz* 

6.8.10.4.2J8+8. 10.12.6.4/«+ 10. 12. 14. S.e/'^H ^3.4.5//"id« 

1. 10. 12. 14. 6. 4. 2/8^10. 12. 14. 16. 8. 6. 4/'»+. .-=3. 4. 5//»di» 



2 (J» + /' + /'~+ 7» + J» -J ) =j jUz 

3 (4. 2/3 +6. 4/5 -f. 8. 6/' + 10. 8 /» + ■■■) = 3.4. ö/z^rfiS 
(9.b.) 5(6.8.4.2/*+8.10.6.4/'+10.12.8.6/«H ) = SA.bfj" dt^ 

7(8.10.12,6.4.2/^+10.12.14.8.6.4/8-1 ) = 3.4.5//« dz^ 
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Wir gehen jeUt auf die Gleichungen (4.) und (5.) des §. 10. 
zurück und seifen darin v =: 0- Dann werden sie 

nnd 

2 <„, = 2 i='"+'X, + /^(— 1)'' 3"'' l*"' i'*-*'' 

p=0 

Nun ist aber 

4o) = Jl + /3 _j_ yS _|_ J7 ^ 

also nach der ersten Gleichung der Gruppe (9.b.) 

Man hat demnach, wenn man diesen Werlh oben einsetzt, nnd 
stalt ^) und B^^ die Beiiicn schreib), deren HepräsciKaiiten sie 
sind, Tolgende zwei Gleichungen: 

(10.) 22J{2p+iy^'l2p+lf-h''+' = z'-fjUz 

+ /» ■£ [-l)''(2p+l)(l'''*)' !*"""' 

P=a 
Daraus gehen Tür in = 0,l,2, ... folgende specielle Gleichungen 
hervor: 

r2(Ji + Jä + J> + J' + /«H ) =jj»di 

2(lVi + 3'J' + 5V»+7V + 9V»+ ■■■)=!'/ J"d2 + j/"-sVi 
(lO.a.)j 2(3.5.3.1J'+5.7..'i.3J'+7.9.7.6/'+---)=»'/j'<i2+y!i'-3!; 



ib,GoogIe 



(U.a.) 
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2 (2 /' + 4 /< + 6 J" + 8 /• + ■ ■ ■) — z //• dz—U^ 

-J>(z'-.] 
2t4.5.7.3.1J' + 6.7.9.5.3J«+---)=i''/j"dz+60J' 

--''(«'-«•+9») 



Durch geeignete Combinatioit der im gegenwärtigen und im vorigen 
Paragraphen gewonnenen Resultate würde man noch eine Henge 
derartiger Reihen nebst ihren SummenwerÜien ableiten können, 
Addirt man z. B. die beiden ersten Gleichungen der Gruppe 
(6.a. §. 13.), nämlich die Gleicbungen 

und 2 2 (2i) + l) 2p (2p+2) /^^' = s^ , 

so erhält man 

oder 

(12.) 2(1'/' + 3»/'' + 53J'^+73/'H ) = 5(1+1*). 

Addirt man ferner die Gleichungen 
2 H- {2pf f = z'^ 
iHipJ^ = 2zJj<'dz—2zJ' 

2 2; z^" = 1 + /« , 

Ton denen die erste und dritte reap. die zweite und erste der 
Gruppe (5.a. §. 13.], die milllere dagegen die erste der Gruppe 
(U.a. §. 14.}, doppelt genommen, ist, so findet man 

(13.) 2 2?(2p + l)V*''=l+i'' + J"-2j/' + 2j//"rfi. 
Will man endlich die Summe alter Bessel'schen Functionen 
mit positiven ganzen Indices kennen, so addire man die Glei- 
chungen 

2 2 /*'' = 1 + /o 
und a 2? J*"^' = fj''d2 , (lO.a.) 

um sofort 

22 j" = 1 + yo jf. jj"dz 
oder 
(14.) 2(/'' + J'+/2 + /'' + /'' + /5_|_...)_ i^jit^jj«^tz 

zu erhalten. U. s. w. f. 
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§. 16. Beihen, welohe naoh Quadraten von Beaael'Bchen 
Functionen fortBCbreiten. 

Eine derartige Reihe, nämlich 

(1.) uy + 2 (yy + 2 oy + 2 oj h — = 1 . 

haben wir bereits in §. 12. kennen gelernt. Weitere solclii^ 
Reihen werden wir eriialten, «enn wir die Gleichung (7. §. 3.), d. i. 

?i . ?W1 _ (j-'f _ (j-*J . 

einer ähnlichen Behandlung, wie in den vorigen l'arngraplien die 
Gleichungen 

2^ j. _ j^, ^ j.i.1 

und 

unterwerFen. Wir wollen uns jedoch damit begnägen, nur einige 
wenige hierher gehörige Resultate von geringerer Allgemeinheit 
abzuleiten. 

Wir denken ans zuerst in obige Gleichung statt v nach und 
nach v-\-2, v-\-i, .... v-f-2p, ... eingeseUl, und sodann alle 
so entstandene Gleichungen bis ins Unendliche addirt, so er- 
halten wir 

(ä-i T 1 2 '•'+^''' '•^'^"'^ - '■'"^' ■ 

Daraus gehen für v^m-{-l und i'^rn-|-2 die zwei Tolgenden 
Gleichungen 

(3.) 2 l ^ (». + 2P + 1) (y-t'«-')' _ , (j-r . 

(4.) 2 I ^ (m + 2p + 2) (j-tW). _ , (^.+.). 

hervor. Durch Addition und Subtraction derselben erhalt man 

(5.) 2 I 2 ("+'■ + 1' (■'"*""')' - ' (■'")' + ' (^""")' • 

l«'-' ' k 2 (-D'^+zH-ijU-*"^')'- « (/")' - ' (■'■+')■ . 

Nun ist aber, mit Rücksiciit auf die Gleichungen (3. u. 4. §. 3.]: 
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_,/-(_ ^1 j-t> + /-) + . /-+' (^ /- - /-+') 

d. fa. es ist 

,(J-)' - .(/-+■)' = '-'-'*^*3. 

Die GleicbuDg (6.) nimmt datier nach Einsetzung dieses Werthes 
folgende Geslalt an: 

(6.) 2 2 [-If («.+;>+ 1) (J~+^')' = z J- /"*+' . 

Huiliplicirt man nun noch die Gleichung (7. §-3.) mit v + 1, 
selzt dann statt v nach und nach v-i~ 2 , v-\- i , v-\-G , .... 
v-\-2p , ... und addirt aämmtliche so erhaltenen Gleichungen, 
so ergiht sich 

woraus für v^l und v=2 folgende zwei speciellere Gleichungen 
hervorgehen : 

Addirt man dieselben, so hat man sofort 

112''+'"'+'' ^■''*''' - ^■'''' + ' 2 ^■'''' • ■ 

Zieht mau davon die Gleichung (5.), nachdem >n = in ihr gesetzt 
ist, nämlich 

ab, so bleibt 

112 '"+'>' ^''^'^ ~ '•''^ + ' 2 <^'^'>' ■ 

Nach Gleichung (1.) aber ist 

{fy + 2 2; (J'+^)' = 1 . 
Wir haben demnach schliesshch folgende beinerkenswerthe Glei- 
chung ■ - — 

W T 81 2 '' + ''' ^■'""'^'~' 
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oder 

(S.a.) !• (ff + 2' (jf + 3' (jj + i' (jj + ... = ^.- 

Man sieht leicht ein, dass auf dem hier betretenen Wege 
noch manches derartige Resultat gerunden werden könnte. Wir 
liegnögen uns jedoch mit dem bisher gefundenen, um nicht durch 
die Ueberraile von Einzelnheiten tu ermüden. 

Die Formeln (5.) und (6.) des g. t3. sind, soviel mir bekannt 
ist, zuerst von Scblörailch*)- gegeben worden, die Formeln (11.) 
ebendaselbst sind schon seit Bessel bekannt. Dagegen scheinen 
die in den §§. 14. und 15. enlHickellen Gleichungen grdssten- 
theils neu zu sein, wenn man nicht etwa sämmtlicbe Resultate 
der §§. 13. und 14. als Beispiele betrachten will zu dem von 
Neumann**) bevriesenen Lehrsatz: Jede Function f(z), 
welche innerhalb eines Kreises mit dem Mittelpunkt 
(Anrangspunkt der Zahlenebene) eindeutig und stetig bleibt, 
kann nachBessel's eben Functionen (erster Art) entwickelt 
werden. Die Formeln des gegenwärtigen Paragraphen scheinen 
daraufbinzudeutep, dass, wenigstens für Functionen von geradem 
Grade, eine ähnliche Enlwickelung nach Quadraten von Bessel'- 
schen Functionen möglich ist. 

Eine Frage, nämUch die nach der Conrergenz der in den 
§§. 13 — 15. entwickelten Reihen, wurde bisher noch gar nicht 
berührt. Es lässt sich aber leicht zeigen, dass diese Reiben 
sämmtlich convergent sind für jeden Werlfa von z. 
Nehmen wir als Beispiel die in §. 13. mit j^,) bezeichnete Reihe. 
Der Quotient des (p-j-1)"" Gliedes durch das p^ ist 

(^+2p-i)'"'(r+2p-iri-* y^»p-i 

(* + ap-l) (» + 2p-2n + l) jH-ip-i ■ 
Bei wachsendem p nähert sich der Quotient der beiden Üessel'- 
sehen Functionen der Null (ein Blick auf den Kettenbruch (3. §. 2.) 
genftgt, um sich davon zu überzeugen), während gleichzeitig der 
voraiisgestellte Factor gegen die Einheit rückt. Die Convergenz 
der Reihe J"t) ist dadurch ausser Zweifel gesetzt, und es leuchtet 



•) Schlömilcli, Zeitschrift fSr Math. n. Pbrs., II. Jalkr;. S. 141. 
**] C.NenmanD, Theorie der Beisersctieii Fnnctioaen. Leiptig, 1867. 
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ein. (lass auch alle andern hier vorkommenden Reihen, auf dieseihe 
Weise hehandelt, zu dem nSmUchen Resultate führen. 

§. le. Entwlokelung von ^>^*. 

Wenn v ein nngerades Vielfaches von -5- (■= ""'' ) ist, so 
lässt sich das Integral 



^ 



(1 — ,^)' *rf 



in geschlossener Form herstellen. 

Ist nämlich 9>(u) eine beÜehige Function~von u, so erhält 
man durch fortgesetzte Anwendung der Uieilweisen Integration 



/' 



e*» VM . dt. = - «"" 2 >fi f^f") ■ 



wo ?»''(«) den p"" Differentialquotienten von 9)(u} ausdrücken soll. 
Hier aher ist, für v = "^ • 

9(«) = (i-«r = (i+«r(i-«r. 

folglich, mit Anwendung des hinomischen Lehrsatzes 

»(«+») - (i+»+»r{i-"-*)" 

- 2'ir ('+»)""'»' ■ 2''~'>' ■.^'('-"1""'*' 

Der Coefficient von A** in dieser Entwickelung ist nichts anderes 
als 9>P(ti] noch dividirt durch p]. Demnach hat man 

'P'W =^(-1)'" ■ ^m«l-'«.-l->(l + «)'-Ml-«')"-' 
rar (q-i-r^p), 
wo in der Summe stall q und r nur solche positive ganze Zahlen, 
die Null mit inbegrilTen, gesetzt werden dürfen, welche der Be- 
dmguDgsgldchung g -\- r =p genügen. 

Setzt man darin u = 1, so verschwinden alle Glieder der Summe 
wegen des Factors 1 — u, mit Ausnahme desjenigen, welches 
diesen Factor auf der Potenz Null enthält. Man hat also gleich- 
zeilig r = m , q ^= p — m , m — q ^ 2m — p zu nehmen , und 
erhalt 

4* 
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V Hl. - (- 1)' ■ 54,|-r '»^'"' ^""' ■ 
Substituirt man dagegen u = — 1 in ff^[u), so verschwinden alle 
Glieder, welche den Factor 1 -j- u auf einer anderD, als der 0*^° 
Potenz enthalten; indem man daher q^m,r=p—m,m—r=^2m—p 
setzt, bekommt man 



jpflhrt man daher oben die Grenzen — 1 und -|-1 ein, so ergibl 
sich 

oder, wenn man, da p ofl'enbar nicht bleiner als m sein kann, 
lieber- m -\- p statt p schreibt 



J.'"(i-„r<i« - - (-i)-2-«'- 2 - 



(»+p)iiJ'i- ' .-W -' 









+ 2-.-'' 


2: (-')'• 


21.K 


,-+rt-i 




Da nnn 














'^' 




:„,/^-<' 


-»')- . d. 




Ist, 


hat n 


an 










(1-) 


^' 


- 


H.,-. 


7fe2^ 


^t'"' 


. l 






+ 


' ■ FS 


12'-"' 


21.P y 


oder 


wenn man 


sur Abkürzung 








(_0-4 




ra^. 2 


2«» 


'■$ = "■ 


+1 


setzt 














(!■••) 




K. 




» - (-i)- 


IK'A*. 




Nun ist aber 
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,r>t.r Alt. i 




(.+1)'«' .'«-■ 1 




■,i,-'^ + o- 


und ebenso 




vh.,'. '-+«:;■«'-. i-, 


-/>--!?■.. 



Datier hat man 

Ist Qun m gerade =^ 2n, so erhält mau daraus 

(2.) J%*i _ (-1)- /l; {P- sin . + 0'- .■«..) 

UQd ebenso Tür ein ungerades m {= 2n -\- 1) 

(3.) 4:,+* _ (- !)■ /|- {5'"+' Bin . - ?*■+' cos e} . 

In diesen Gleichungen ist 

( D- _ V ( 11' . 1-+')""' ■ ■""'' 1 






(4-) 

1 /V" NTt / .iJ" . ("'+' 

während die oben eingeführte Function ß(z) , in P und ^ auä- 
gedrüekt, folgende Gestalt annimmt: 

Einen für beide Fälle gemeinsamen Ausdruck erhält man mit 
leichter Mühe aus der Iteductionsrormel 1. (g. 1.). Setzt man näm- 
lich daselbst m + ^ statt v, so wird 



i^(-lf. 



-I-P^'-' (gp+6)° - 



■^*2'-"'- ^r, ?^.-..- 



£s ist aber, wie man leicht findet: 



«Google 



54 


Erster Abschnitt. 


Setzt 


man diese Werlhe oben ein, so ergibt äcb zunächst: 


j-^i 


i/^ ™. -Vi 11' (— rt«-' (Sf+3)--"'" 


V „z "" 2i^ ' ,p' i-*-'-w 




/f^-cns^^l ^r-'^-f""'^'"' 




/^ si»=.2'( ,)',(""■-/■)"-' «-H-»)--';"" 



Hier müssen noch die mit sin z mnitiplioirten Summen in eine 
einzige zusammengefasst werden. Sondert man zn diesem Zweolt 
von der ersteren das Aniangsgiied ab, indem man zuerst p ^0, 
dann p -^ l statt p setzt, so erhält man 

»"" -^ (_il' t—i-rT*"-' l.2p+t.)—"-"' 
,"H-i ^ ^ ' ■ . (p+i)r jW-i-Kp 

■V i-n' (—i-pr'-' Pg+51— ■-■'!' 

^ ^ ^> ' p'. j»-i-sp 

3-1' vr if (-- i-fV"-' (zp+ t)--"-'" (■--'-»"-i-smj.i 2„^ 
3*° ■V(-ii' (--'-?)*""' (gp+s)"-"'-'!' (--i.)(2p+al 

,-(-1 ^ 1 ^' pl ,— 1-W p + 1 

, (m-pT* "-' ia,+3)—'-'"' 

(p+W :—'-" 

-ll'l-' (2p+l)~ <-'-"'l' 



-2'-"' 

Man hat also 

(5.) ■'^^ = /f,-«o*2''-^'' 



-i)p|"' (Bp+ir+^-'pi' 



IKese Formel ualerscheidet sich von den obigen (3.) und (3.) durch 
nichts, als dass dort die Summen nach steigenden, hier aber nach 
fallenden Potenzen von — geordnet sind. Wollte man hier eben- 
falls nach steigenden Potenzen ordnen, so müsste man die Fälle 
des geraden und ungeraden m auseinanderhalten . und würde dann 
nothwendig auf die Formeln (2.) und (3.) zuiuckkommen. 

Selbstverständlich genügt die hier entwickelte Function J(i) ^ 
den Grundgesetzen (II.) und (111.) der Bessel'schen Functionen, und 
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folglich auch allen übrigeo Relatiuiieu ,' welche Tür jedes v daraus 
ahgeleitet wurden. Nun behaupleo wir aber, dass nicht bloss 
^(o ^ selbst, sondern auch die oben deflnirte Function ü^,, ^ Tür 
sich allein schon, und dann nolhweudig auch (—if^B^^;* sich 
diesen Grundgesetzen und dann auch allen daraus gezogenen Con- 
sequeozen uuterwirft. 
Es ist nämlich 






2Pl2 



Addirt man diese beiden Gleichungen, so lindet man, weil 

„'l'(„_l)''i-' _ |„ + 2]«'(„+l)'l-' 

_ {m+if-'"m'^"-'{{m-p+l){m-p)-xm+p)(m+l-p)) 

2^(2 m+I) (»i+lj''"^"ni'*"''~' 

ist, zunächst: 

wo jedoch in der Summe zur Rechten p nicht Null werden darf, 
da in den obigen Suramen die Anfangsgtieder, in welchen p=^0 
ist, sich wegheben. Schreibt man daher besser (p-j-l) statt p, 
so faal man 

oder 

«(O -T «{:) = ^ «{!) ■ 

Diese Gleichung ist aber belne andere, als die Gleichung (U.a.) 
angewendet auf die Function A(l) ^. 

Ebenso leicht Usst sich zeigen, dass auch das zweite Grund- 
gesetz (lU.) für ä") ' gelte. Wir setzen }/~z statt i und multi- 
pliciren mit x~T~T, so wird 

« > ">(,vi) = l-'). ■Yfs2j — ?5 • 

J)ifferentUFt man hier beiderseits nach z, so kommt: 
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_ ,_fl-+' ^!^ S' (. + !)'».«-' 
^ ' !K2^.^ 2* 

i ■' •'2r2;r 

4_ ,_■,-+. ■ ."^ -y(.+ll><-'l'.'+'l-'. 
+ ' ' 2K2i^' 2*+'!' 

+ I- ,1-+' . i . ^^ V (J!di')'J!j 

Nun ist aber 

(«■+l)'+'"».'><-'l-' = (», + 2)'l'(», + l)'+'l-', 
(» + l)'"™'l-'{».+ P + l) - {m + 2)'l'(„+l)'^-'l-', 
demnach 

(„+i);^i|i^H-i i-' („+i)Pi'^i-' 



af^iiit 



+ >^?it^^ (.+P+1) 



2Pl» ' 2p+2 , 2*^'!* 

Fasst man jetzt obige zwei Summen in eine zusammen, so er- 
hält man 

— 5^^ (-0 • ^f= • « 



■"^- ■srifr 

2rir 






oder endiicli 



8^ ■ i-' ' ' ■ "{.VT) • 



wie behauptet worden. 
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§. 17. Entwiokelung von /(') uaoh negativen Potenzen 
von z. 

Aus den zuletzt gefulirlen Beweisen geht hervor, dass die 
beiden Bestandtheile von J™;*^*, Ä^"* und (— l)"jÄ^:^, vermöge 
ihrer Form allein schon, ohne Rücksicht auf den specielten 
Werth, welcheu man dem m beigelegt denken mag, den Grund- 
gesetzen (II. und III.) der Bessel'schea Functionen genügen. Die 
unendliche Reihe, in welche der Ausdruck 

•^' = -^ I '-"""" "'* ^^ + "'•■) + '"" <''■ - ^"''l 

für ein gebrochenes m übergebt, wird daher ebenfalls noch jene 
beiden Grundgleichungen erfüllen und sonach in Form und 
Eigenschaften mit den bisher betrachteten ßessel'schen Func- 
tionen übereinsli atmen. Wir hallen uns daher für berechtigt, die 
vorstehende Gleichung auch dann noch als Ausdruck der Bessel'- 
schen Functionen anzusehen, wenn m gebrochen ist, mit dem Vor- 
behalte freilich, dass die fragliche unendliche Reihe überhaupt zu- 
lässig sei. 

Unter diesem Vorbehalte haben wir also, wenn wir m-\-^^v 
setzen 

(1.) A)-j^ij( Ij-^-W'Cf-l+S-iO + e-'HP^l-O-*.)). 

Setzen wir in dieser Formel zuerst 2n statt v, so wird dieselbe 
zunächst, wenn wir der Kürze wegen P, und J?i resp. statt i^""! 
0^"~i schreiben: 

/(5 = ^"^' |(— 1* «'■ (i>, + 9, + ■+--'■ (^, - s, <)j . 

Denken wir uns unter i stets seinen positiven Werth +i, so ist 

(-.■)l = e-l"' und (i = el«' , 
folglich 

oder 

(2.) 4^ - (-1)" j/S {j'>«"(--i«J - e,M»{^-i«)j, 

worin 
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isl. 

Selzt man ferner Sn-f-I slati v, so er^bt stell zuDäclisl 

itr - ^ j (-')' «" (p, + 0, ') + .' «-"■• (p, - £>, .)| . 

Da nun 

(_/)l = e-J"* und (* = eä"'" 
t»i, so hat man weiter 

woraus sofOTt eine mit der obigen fast gleich lautende Formel her- 
vorgehen würde, mit dem einzijjen Uolersuhiede nämlich, dass 
P^ wnd Ol statt P^ und 0,, und z-~\% statt x'—\% stünde. 
Schreibt man aber lieber sin (i — ^^rr) statt cos(z — f») und 
— cos(i — |-w) statt sin (t — Jw), so hat man 

(3.) JcV,+' = (-1)" /l^ j/*,sin(i-i™) + ösCos(j-|«)j .- 
Darin ist 

(p _ Vr ii»- (4"+3)"'i'(*-+i)'p'-'' 1 

(3.a.) r^"^' '^ 

Für R =3: 2. B. resnltireo aus (2.) und (3.) folgende Kwei Formeln 

+ /l:'M.-i.) t|(f) - SS©+ SSI©'- ■• 

,3.b., 4, = K|=a,.,.-i») {. + |M(i)-_ 5^i--?(i)'+.. 

. 7/2" , t \(3 1 3.6.7. 1.3/lV , 3.5.7.9.11.1.3.B.7/'1\'' 
+ ^-COa(r-i«)}^--- e. 16.24 (r)+ 8.19.24. 32.40 (tJ— •' 

Formeln, welche von Hansen*) bei der Berechnung seiner Tabellen 
der Beuserschen Functionen /** und /' benätzt wurden. . 

*) H»nseD, Ermittelong dar absoluten Stünrngea ia filtipseu von 
beliebiger Excentricität und Neigung; Schriften der Sternwarte Seeberg, 
Ootha 1843. 
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Die iD (2.) und *(3.) vorkommendeD unendlichen Retheu P 
uud Q sind uun freilich divergent; sie gehören aber zur nOtz- 
lichen Classfl der halbcouvergenten Reihen, bei welchen der jedes- 
mal begangene Fehler kleiner ist als das lelzte in Rechnung ge- 
zogene Glied. Um dies, nacbzuwdsen , sei es gestattet, die Reihe 
(2. b.) nochmals zu entwickeln auf dem Wege, welchen Lip- 
schitz*) gezeigt hat 

Wir schreiben zu dem Ende /(:) in der Form 



Function -- -— — ~ für «j ^ ui. 

Darin werde nun für tt> die allgemein complexe Grösse b -\- ui 
gesetzt und eine Integration nach dm=^ dv -\- i .du ausgeführt 
Wird V + ui in üblicher Weise durch einen Punkt der Zahlen- 
ebene reprasentirt, dessen rechtwinklige Courdinaten v und u 
sind, so gilt der bekannte Satz , dass ein über den Umfang einer 
geschlossenen Linie hinerstrecktes Integral stets den Werth ?lull 
hat, wenn die zu integrirende Function im Innern des abgegrenz- 
ten Fläcbenslücks allenthalben eindeutig, stetig und endlich ist. 

Im jetzigen Falle werde die Function '■ über den Umfang 

f 1+10* 

eines Rechtecks integrlrt, dessen Ecken die Punkte (0), (A), (A-|-i), 
(i) sind, wo h einen beliebigen positiven Werth bezeicHnet; man 
erkennt alsdann leicht, das» unsere Function im Innern des Recht- 
ecks eindeutig ist, wenn man festsetzt, dass sie stetig sei und 
für «- ^ den Werth -j- 1 habe. Für m + 1 wird sie allerdings 
unendlich, jedoch so, da?s der Werth des Integrals dadurch keine 
Aenderung erleidet und der oben ausgesprochene Satz seine Gel- 
tung beibehält. 

Indem man beachtet, dass alle Theile der Integration ent- 
weder der Abscissen- oder der Ordinatenaxe parallel genommen 
werden, und dass der Umfang des Rechtecks stets in demselben 

*) LipBcliitz, die Besaerselis Transceiidente J. Borchardt'a Jonr- 
nslj Bd. 66; 1859. 
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(positiven) Sinne durchlaufen werden musS, erhält man folgende 
Gleichung : 



— i 14^2. ■ du = 0. 

Lassen nir nun A über jede Grenze naclisen, so verschwindet 
das zweite Integral, und hei Sonderung des Reellen und Imagi- 
nären liefert der Coefflcient von i die Gleichung 






(6J 

WO zur Rechten nur der reelle Theil zu nehmen ist. Wir setzen 



so dass ^ = yv*-\- iv^ und tgip = — wird. Dann ist der Nen- 
ner zur Rechten 

oder, weil 

pefv-i«)' = (2ii>+y') . (—0 = 20 — iP» 
ist: 

Wir haben also, wenn wir noch bedenken, das L^^e^"' ist: 
und wenn wir zp^ ß einführen 

Wir erhalten demnach, wenn wir zur Rechten nur den reellen 
Theil heihehalten, für /(% folgende Gleichung 
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_ 1 . !!■ "-»" /!-'«*/ ! ^ \ äS 

' '^' J ' (o-s* (}+m' 



Entwickelt man die liieriii Torkommenden Wurzelgrössen nach 
dem begrenzten Taylor'scben Lehrsatz, so findet man 

wo zur Abkärzuog 

gesetzt wurde, und 9 und j^' positive echte Brüche vorstellen. 
Führt man diese Reilien oben in (6.) ein und integrirl nach 
der Formel 

J,-ff-iäf-r{, + i)-f.y^. 

SO erhalt man 

y pr=0 » * 

Darin ist 

D,,,re.db,Google 
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Setzt man nun 

UDd ebenso * 

1 + .§ = p'^*"' und I - .■ fj 
so dass 

^'=> + (lr')' <^d 

wird, so lassen sich obige Ausdrüclie in folgende Form bringen: 

"« — ri' n ■ 2»-+i|aV*i' / / /W\*^ 

Die absoluten Werthe der hier auRreteaden Integrale werdea 
gr&sser, nenn man im Zäbler cos/ und sin/ durch die Einheit 
ersetzt nnd im Nenner die positiven Summanden \y) und (^ ) 
unterdrückt. AJsdann lassen sich die Integrationen ausfohren und 
S™ und S'„ verwandeln ach resp. in die (m+l)"" Glieder der 
Reiben, welche zur Rechten in Gleichung (8.) stehen. Daraus 
folgt, dass diese Reihen, welche keine andern dnd ais die in 
Gleichung (a.b.) vorkommenden, die Eigenschaft haben, dass der 
Unterschied ' zwischen der Summe der angewandten Glieder und 
dem wahren Werthe der Function stets kleiner Ist als das zuletzt 
in Rechnung gezogene Glied. 

Ueberhaupt werden alle in den Formeln (2.) und (3.) ent- 
haltenen Reihen genau auf demselben Wege durch Enlwickelnng 
des Integrals 
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■C> = 



(9.) 






erhallen, und somit kann auch für sie die obige Eigenschaft als 
erwiesen betrachtet werden. 

Nichts hindert, dasselbe- Verfahren auch auf beliebig ge- 
brochene Werthe des Index auszudehnen, und es leuchtet von 
selbst ein, dass man zu analogen Resultaten gelangen würde. 
Statt diese Entwickelungcn zu machen, ziehen wir es jedoch vor, 
zu unserer Formel (1.), welche alle diese Resultate in grösster 
Allgemeinheit umfasst und deren Brauchbarkeit jetzt ausser allen 
Zweifel gesetzt ist, zurückzukehreQ; es wird nur noch nöthig sein, 
derselben auch für jedes gebrochene v eine für den Gebrauch 
bequeme Gestalt zu geben. 

Zuerst sei v = 2n -\- t, wo e einen echten zwischen — ^ 
und -f-i enthaltenen Bruch vorstellt; dann ist gemäss (1.): 

oder 



■il'+ie^'iP'+O't) + ,-■+*«-"' (J>' — £>'() 



•)(i'+ff'o + «-*(- 



")(f--».-)l 



oder endHcb 
J"+' — (—1)» j/J^ jfeos(« 



(£>...) 



.^H')' 



. »'+"+ 



±i«)-!)-«D(.-'-^,)t. 



8"»" 

I n- - -V ( ll' (■l»+g.+l)'"-'l'(»»+2»-')"^"-' 1 

Ebenso erhält man für v^ 2n -{- 1 -{- e, no e dieselbe Bedeu- 
tung hat wie oben 
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und danD i 



(10.) /»"+!+*= („■i)-^|_ji^'si„(^_2i±A„) + ö"cos(i. 



{10. a.) 






L" _ V f-n" (4n+2. + 8)^'H-i|.(4„+g,+ i)»H-'l-a j_ 

Die Formeln (9.) und (tO.), welche die Formeln (2.) und (3.) als 
specielle Fälle enthalten, erweisen sich als äusserst vortlieilhan 
bei der numerischen Berechnung von J(*). Die Reihen des §. 5., 
obgleich convergent für jedes z, werden hei grösseren Werthen 
von z sehr unbequem. Aber gerade für solche grössere t wer- 
den die jetzigen Entnickelungen brauchbar, und liefern die Werthe 
der Function um so genauer und um so rascher, je grösser z wird. 
Die Gleichungen (9.) und (10.) können auch zur Aullösung 
der transscendenten Gleichungen 

jI^ = und J^"-^ = 

benutzt werden. Aus jener findet man 

aus dieser 

/ 2H-1 \ _ Q" 

Die Wurzelwerlhe der ersteren ergeben sich demnach aus der 
Gleichung 

2e4-l 2ni4-l , Q' 

und die der letzteren aus 

X ^ tt = mit — arclg ^ ■ 

Daraus lassen sich die Wurzelwerthe, welche in unbegrenzter An- 
zahl vorhanden sind, für einigermassen grosse z durch Annäherung 
berechnen, und zwar mit um so grösserer Genauigkeit, je grösser 
Dl und darum auch z ist. Man bemerkt leicht, dass die DilTerenz 
zweier aureinanderfolgenden Wurzeln , für ein und dieselbe Func- 
tioDr^ich um so mehr der Grenze n nähert, je mehr z wächst, 
und dass die Differenz der gleichvielten Wurzeln zweier Func- 
tionen, deren Indices verschieden sind, sich bei wachsendem : . 
der Grenze — « nähert. 
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Die nämlichen Resultate ergeben sich auch mit Leichtiglieit 
ans folgender Bemerkung. Für sehr grosse Werthe von z nähert 
sich die Reihe Q der Null, wahrend P sich auf das erste Glied 1 
zurückzieht. Man hat daher für sehr grosse Werthe von z 
nahezu: 

(11.) J > ' ^ .= V i J 

/J*'+- _Hi)-/|-si„(.-'-i±l«), 

woraus das oben Behauptete sofort evident ist. 

Addirl man die Quadrate dieser beiden Gleichungen, so ergibt 
sich, ebenfalls nur für äusserst grosse Werthe von z, die 
bemerken s werthe Relation: 

(12.1 W.>)' + W)"-^. 

d. h. die. Summe der Quadrate zweier Bessel'schen 
Functionen, deren Indices um 1 verschieden sind, nä- 
hert sich hei wachsendem 2 dem Quotienten — - 

§. 18, Ueber die Wuraelwertho der Gleichung 
A*) = 0- 

Durch die Betrachtungen des vorigen Paragraphen erfuhren 
wir, dass die Gleichung /(:) ^ unendlich viele Wurzelwerthe 
besitzt. Da jedoch dieses Resultat mit Benützung divergenter 
Reihen erlangt wurde, so dürfte es angemessen sein, dasselbe 
hier nochmals mit aller Strenge nachzuweisen, indem wir zeigen, 
dass die Function J*,), wenn ihr Argument um 2» wächst, zwei- 
mal verschwindet, und dabei jedesmal ihr Vorzeichen wechselt. 
Wir betreten, um zu diesem Ziele zu gelangen, den von Bessel*) 
vorgezeichneten Weg. 

Wir nehmen zunächst an, v sei < ^ und > — \, demnach 
V — ^ negativ echt gebrochen =^ — f*. Dann ist 






*) Besael, Uutersucliung des The ih üer pifinetiiriscben StöniDgen, 
welcher aus der Bewegung der Sonne entsteht. Abb. der Berl, Äkad, der 
WIM. 1824. S. 89. 

Lammel, Besial'ache FuoctioD'n. 5 
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Setzt man nun j = ""*+— n , wo m eine ganze Zahl und 
m' einen ecliten Brnch bedeulet, so wird das vorstehende Inlegrnl 

-■ ' = i COR J WU ■ 

oder, nenn man v statt (2>n-{-m'ju schreibt. 

Wird diesps Integral von v = abis v^ b genommen, und gleich- 
zeitig k-\-w stall i> gesetzt, sn hat man 

Darin mm nehmen wir nach ii 
nnd gleichzeitig immer a =^ t 
nenn zur Abkürzung 2m-|-i 



Darin mm nehmen wir nach und nach A=l,3,&,...,2ni — 1 
nnd gleichzeitig immer a=^A — l und 6^A-|-1, nnd erhallen, 
nenn zur Abkürzung 2m-|-ni' = il gesetzt wird: 



+ 



(- 1)*" 



(l<-(!«-S+»)')' a'-(2>-l+»)'>"l 



"*" )/. 2'r(.+l) / (i>-(8..4,.)')' 
ie einzelnen Glieder dieses Ausdrucks sind 
;tian darum, weil ^"' ^^^ kleiner bleibt a 
eil ihr posiliver Theil grösser ist als der negal 

f^^-^^_ f . ^ f 1 1 -. 



Die einzelnen Glieder dieses Aufdrucks sind positiv, das letzte 
schon darum, weil ^w stets kleiner bleibt als y' ^^^ öbrigen, 
weil ihr positiver Theil grösser ist als der negative; denn man hat 



wo der Nenner des positiven Theils stets kleiner ist als der des 
negativen. Ferner ist jedes folgende Glied grösser als das vor- 
hergebende, wegen der immer abnehmenden Nenner; demnach 
hat die Summe zweier aufeinanderfolgenden das Zeichen des letzten 
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derselben. Ist nun m gerade, so tst das letzte Glied in der Klam- 
mer positiv und daher die Summe aller Glieder positiv; ist dagegen 
tu ungerade, go ist das letzte Glied innerhalb der Klammer nega- 
tiv und demnach die Summe aller Glieder vom zweiten an negativ, 
und das erste Glied sowie das Glied ausserhalb der Klammer sind 
ebenfalls negativ. Wir können daher aussprechen, dass 7('), wenn 
r zwischen — ^ und -|-^liegt, von i==»iirbis z^(m-\-^)n 
immer positiv ist, wenn m eine gerade Zahl, und nega- 
tiv, wenn m ungerade ist. 

Aehnliche Eigenschaften besitzt übrigens die Function /(,) 
auch dann, wenn der Index v beliebig reell ist. Denn man hal 

Diese Gleichung zeigt, dass /(t^7] verschwindet, wenn z *^/(K7) 
ein Maximum oder Minimum ist; zwischen zwei Werthen von z 

oder ^z, für welche z * ■'(KT) »erschwindet, liegt aber notli- 
wendig ein Maximum oder Minimum, demnach auch ein Nullwerth 
von /(K7)- Es geht daraus hervor, dass J^' ebenso oft ver- 
schwindet, als Jfzi Maximum oder Minimum wird; ebenso muss 
zwischen zwei Werthen von z, für welche J^ Null wird, ein 

-^ .+1 
Maximum oder Minimum von z ^ J(yT), folglich ein verschwin- 
dendes J'^^ liegen, u. s. f. 

Für die negaüven Werlhe von v unter — ^ würde sich eine 
analoge Reibe von Schlussfolgerungen an die Gleichung 

anknüpfen lassen. 

Um ferner nachzuweisen, dass die Gleichung /(') ^ 
keine imaginären Wurzelwertbe besitzt*), erinnern wir 
uns an folgenden Satz aus der Theorie der algebraischen Glei- 
chungen: Schreibt man die algebraische Gleichung Z=0 nebst 
den durch Differentiation aus ihr abgeleiteten der Reihe nach an 
wie folgt: 

*) Foiirier, Theorie analytlque de U chalcur. S. 372. 
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<): dz' 'dz' ' 

uDtl nimmt an, dass jede reelle Wurzel irgend einer dieser Glei- 
chungen in die vorausgehende und in die nacfarolgende substituirt 
Resullate von entgegengesetzten Zeichen hervorbringt, so ist ge- 
wiss, dass sowohl die vorgelegte Gleichung z = 0, als auch 

sämmtllche daraus abgeleitet« ^- = , 3— , = , -^-i = , 

" dt dt* dz' 

u. 8. w,, nur reelle Wurzelwerthe besitzen. 

Wir betrachten nun die Gleichung i * ■'('^} ^ ** ^'^ ^'"^ 
algebraische Gleichung von unendlich hohem Grade; ihre succes- 
siven Ableitungen haben, dem Grundgesetze Ifl. zufolge, alle die 
nämliche Form wie die ursprüngliche Gleichung, nur ist in jeder 
folgenden der Index um 1 grösser als in der vorhergehenden. 
Drei beliebige in der Reihe aufeinander folgende dieser Glei- 
chungen worden z. B. lauten: 

z ^ j[yT) = , * ^ JiPl) = , z ^ J(y\) = , 

Zwischen diesen drei Functionen besteht aber, vermöge der Grund- 
formel (II.) die Beziehung 



hi)i •' J[yv) - i ' /C^, 
welche zeigt, dass für einen positiven Werth von z, der J^^^^ 
zu Null macht, •fTy",) und JTpjt^ enigegengesetzte Zeichen an-- 
nehmen. Was die negativen Werthe von z anlangt, so erhellt aus 
der Gleichung (VIII. §. ß.) 



dass keiner derselben die Function z * -/(KT) noch irgend eine 
ihrer Ableitungen zum Verschwinden bringt, weil für ein nega- 
tives X alle Glieder dieser Reihe das nämliche Vorzeichen erhalten. 

Wir sind demnach überzeugt, dass die Gleichung z * J{yT) = 
nur reelle positive, und demnach die Gleichung /(') = nur 
reelle Wurzelwerthe haben kann, und zwar zu jedem positiven 
einen gleichgrossen negativen. 
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§. 10. Der Fourler'sohe Zislirsatz. 

Bezeichnet man die positiven Wurzelwertlic der 
Gleichung z~".J") ^0 ihrer Grösse nach geordnet mit 
&a, &y, 9^, ,.., &f, .... so kann jede innerhalb der Gren- 
zen bis 1 beliebig gegebene Function f{x) in eine 
nach (&px)~''j''{&px) fortschreitende Reihe entwickelt 
werden. 

Dem Nachweise dieses Lehrsatzes sei der gegenwärtige Para- 
graph gewidmet. Für den speciellen Fall m = wurde derselbe 
bereits von Fourier'*') aufgestellt, und darum halte ich es für 
zweckmässig, auch das obige allgemeinere Theorem nach Fourier 
zu benennen. 

Wir gehen aus von folgender Entwickelung 

>f{x) = «„(fo^r^^"(^^jfl^) + «,(fi^r^-/'"{/£,"^) 



:*•) = 2 "^ ff"-^) "^"(/e,^). 



in welcher tp einen der Wurzelwerthe der Gleichnng z " J(»'7)^= o 
vorstellt, und demnach mit &l identisch ist. Es handelt sich jetzt 
darum, die GoefAcienten a^, «,, a^, ... zu bestimmen. Um irgend 
einen dieser Coefficienten , z. B. o,, zu erhalten, raullipliciren wir 
beiderseits mit ij)„ dx, wo '^„ eine Function von x ist, und iii- 
tegriren von a;^0 bis x^\. Wir bestimmen sodann die Func- 
tion if), derart, dass nach vollendeter Integration die rechte Seite 
der Gleichung sich auf das mit a„ behaftete Ghed zurückzieht, 
alle andern Glieder aber den Werlh Null annehmen. 

Bezeichnen wir die Function {^x) * J" \}/~ti^ zur Abkür- 
zung mit y, so ist jedes Glied der rechten Seite ein bestimmtes 
Integral von der Form 



./. 



jtliydx . 

Die Function i/ genügt (siehe 111. Abschn.) der Differentialgleichung 
•) FoarUr, Theorie analjUque de la chaleur. Chsp. VI. S. 386. 
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demnach ist 

■ /♦,,)« = - |/(("+i)taf + f'^U)"" ■ 

Indem man die hier zur Rechten vorkommenden Integrale der 
theilweisen Integration unterwirft, erhält man: 

(m+1) J*^ ||rfx = C+ {mfl} ^y-[n,-\-l)ßll dx . 

wo C und D willkühHiche Constautu sind. Piimtnt man diese In- 
tegrale zwischen den Grenzen ic^O und x = x, so lauten sie 

wo die Bezeichnung - ■ - »ohl ohne nähere Erläuterung ver- 
ständlich ist. Man hat demnacli: 

Bestimmt man nun die Funclion if aus der DifTerentialgteichung 

WO i' eine conslante Grösse bedeutet, so kann man das Integral 
zur Rechten mit dem zur Linken zusammenfassen, und erhält: 

Die obige Differentialgleichung nimmt aber, nenn man ■ * - ^ ent- 
wickelt, folgende Gestalt an: 
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und man erkennt durch Vergleichung mit der oben für y ange- 
gebenen DifTerenlialgleicfaung, dass ihr 

oder, weil rür jedes ganze m 
ist, auch 

genügt. Führt man diesen Werth in das ohige Integral ein, und 
berücksichtigt dabei, dass 



df _ ^([g'ji)' j'yr^i) 



-I' »■!)'".'-'(/?■«) 



ist, so wird dasselbe, wenn man die Grenzen einführt, und be- 
denkt, dass der eingeklammerte Ausdruck zur Rechten füra: = 
verschwindet : 



£=i//- ((/?;). /»(/r«).i« 



i(/fa;.r(f/£i)./-+'(j/fa;)-ij/r*./Vfa:)y— ()/f») 

Nimmt man nun a; =" 1 als obere Grenze und versteht unter £ 
und f Wurzeln der Gleichung z ^ Ji,y7) = , so hat man 

(1.) fr {fit) ■ 1' (Vi'i) .dx — o. 



/'" 



Diese Kormei gilt jedoch nur so Jange, als ^' von £ verschieden 
ist; wenn J' = f gesetzt, ergibt sich der Werth des Integrals 
unter der Form -§ und wird nach bekannten Regeln bestimmt. 
In der Gleichung 



/■ 



r(yt£).j-Wt'^).dx 



f-s 
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dilTerenttireii wir nämlich zur Rechten Zähler und Nenner nach 
^' und erhatten dadurch den Ausdruck 

«j-ö/fj) j-()/fi) - - /f • J-^'d/i^) ■ J'Vs'i) 

welcher für rc = 1 und J' = ? in {j""^'' (yt'if übergeht. Wir 
haben demnach, wenn £' = f ist: 

(2) j\rWrai))'da,- (j-+'(/f))'. , 

Die beiden in den Gleichungen (1.) und (2.) ausgesprochenen Sätze, 
welche an und Tür sich schon interessant genug sind, können 
jetzt dazu dienen, in der obigen Enlwickciung von ip{x) die Cöer- 
flcienten zu bestimmen. Um a^ zu flnden, multipliciren wir die 
Gleichung . 

9,(x) = 2 «p (fp^)""0"'(/j;^) 

auf beiden Seiten mit 

und inlegriren von a: = bis x ^ 1. Zur Rechten verschwin- 
den' dann alle Glieder, mit Ausnahme desjenigen, welches den 
CoerQcienten a„ hat; wir erhalten daher zur Bestimmung dessel- 
ben die Gleichung 

fq>{x).{tnxYr"(}/t':rx).<ix = aA{r{yi:^)y dx, 

woraus vermöge Gleichung (2.) 



:.x) . da: 



folgt. 

Um daraus nun das Eingangs ausgesprochene Theorem zu 
erhalten, braucht man nur x^ statt x, f(x) statt <p[x'^), #p statt 
}/Xp zu schreiben, und erhält sogleich 

fix) = Oo(*o^r"'-/"'l#o^) + a,{fy,x)-'J''{Q^x) + a^iQ^xr^rip^x) +■ ■ 
oder 
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(3.) fix) = 2„,(»,xr"r{0,x). 

worin 

ist. Für m = erhält man daraus 

j (S.a.) /-M - 2 «,/»(»,..). 

d. i. den von Fourier am oben angerührten Orte bereits nach- 
gewiesenen Lehrsatz. 

§. 20. Der Schlömiloh'solie Iiehraatz. 

Hit dem Fourier'schen Lehrsatz nahe verwandt ist ein von 
Schlömilch in der oben bereits citirten Abhandlung*) aurge- 
stelltes Theorem, welches ebenralls von der Entwickelung einer 
beliebigen Function in eine nach Bessel'schen Functionen von 
gleichem Index Fortschreitende ßeihe handelt. Wir kQnnen uns 
nicht versagen, diesen interessanten Satz in erweiterter Gestalt, 
übrigens jedoch in getreuem Anschiuss an das Original, als neues 
Iteispiel von der Mannigraltigkeit der Eigenschaften der Bessel'- 
schen Functionen, hier vorzuführen. 

Gehen wir nämlich aus von der bekannten Fourier'schen 
Reihe , 

F{z) = ^ ^„ -{- ^, cos ^' -f ^2 cos ^' + ■ ■ ■ , 



4yv 



) ■ cos-E- äu 



ist, und welche gilt für A > t ^ , setzen darin A = te, s = » 
und multipliciren die jetzt für n > vx'^0 giltige Gleichung 



^.=v^ 



f F(u] cos nudu 
*) SohlSmilcb, Zeitschrift für Matt. u. Phys. U. Jahrgang. S. 155. 
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beiderseits mit 



und iRtegriren sodann zwischen den Grenzen 3; = und x ^ l, 
so erhalten wir 

(1.) lJ'y^i-iv=iA+A-''l':}+^,J'i2')+AJV'') + - 

Da n die Einheit nicht ObcrEchritten hat, gilt diese Gleichung von 
X ^ Ms X = n. Setzen wir nunmehr 

SO ergibt sich durch Differentiation nach x : 

Wir schreiben jetzt in dieser Gleichung s statt v, nl statt x, 
multiplieiren beiderseits mit f» ■ - -—- und integriren nach l zwi- 
schen den Grenzen t = und t = 1; dadurch ergibt sich 

oder nach einem bekannten Satze*]: 



*) Schlömilch bat von dem hier in Äuwandung kommenden, von 
Abel herrübrendea Sstze folgenden Beweis ergeben. Durch gewöhn- 
liche doppelte Integration findet man sunäcbst: 

DieeeE Doppelintegral verwandelt sich durch Einführung von Polarcoor- 
dinateu (x^rcosfl' , y = rBinfr) in das (olgende 



//^ 
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Für x = «fhält man aus (2.) J'(0)=/(0). milhia ist 

j'M-fm + i.J'fM^-ä,. 

Wir scbreiben dug in Gleichung (1.) f{x) statt des Integrales zur 
Linken, drücken znr Recliten F{v), welches in A^ enthalten ist, 
vermittelst der vorstehenden Gleichung durch f{u) aus, und ge- 
langen dadurch zu dem Satze, dass die beliehige fnnction 
f{x) unter der Bedingung w !^ a: ^ in die Reihe 
(3.) f(x) =. i^ + ^, JO{a.) + A^J'>{2x) + J^J^Sx) + ... 
entwickelt werden kann, wenn dieCoerricienten ^^nach 
der Formel 

,s...) ..-|^c«s„„..jri5|.., 

. bestimmt werden. 

Setzen wir in Gleichung (3.) j/a; statt x, so lautet dieselbe 

Nun ist aber (nach III. q g. 3.) 

- '"It"'"'' - i-ir(p+ir ■ «-?/-((?+!)/;). 

DifTerenüiren wir daher oben beiderseits mmal nach x, so ergibt 
sich : 

^^ - (-1)" 2' ip+"'-<H-. ■ ^"«"v-ftp+i)/«) ■ 



und daraus wird für j-^ii,s und c 



Man hat daher 



e oben im Texte gebrauchte Formel, 
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oder, wenn man 

und • 

setzt : 

Setzen wir darin x^ stall x, so erhallen wir folgenden Lehrsatz: 
Die beliebige Function ip(x] kann unter der Be- 
dingung «^a:>OindieReibe 

(4.) 9.M = if, J-'ix) + B, r{2x) + ^3 /'"{3^} + ■ ■ ■ 
verwandelt werden, wenn nur die Coe ff icienten 5 ver- 
mittelst der Formel 

(4.a.) B.-{-ir.n-.^J,mn,i„J^^dl 

und die Function f{ü) aus der Gleichung 

,4.b.l >^f^-^.'-^,iV-.) 

bestimmt werden. 

Nehmen wir z, B. m = 1 , so ist 

da: ya: 

oder, wenn darin x mit u^ vertauscht wird 

Wir erhallen daher folgende, ebenfalls von Schlömilch bereits 
gefundene Enlwickelung : 

9W = B,J'{x) -\- B,J^2x) + B^J'{3x) -\- ■■■ 



-^/»e...^^ 



ZU nehmen, und welche gilt ffir n^x^O. 
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§. 31. Die Fanctionen 3u) und ?)(,) . 
Wir gehen von iler Gleichung (IfLa.), nämlich von 

8-(r>VfV7))_ . ,.•+-,.+" 
"ij. Hi) ■ » • '^r., 

aus, difTerentiiren dieselbe beiderseits nach v und erhalten 

IT ld(' '' jIvtS] _ , ... »(^^'^ ■'{v 'h) 

lu in (lersdlien ^ 



8(r .",,■+-,) 

Nun leuchtet ein, dass ,— ■■ genau in dersellien Weise 



aus : und v-\-m zusammengesetzt ist, wie 
und V. Setzen wir daher 

oder, was dasselbe ist ' 

(i.) ^--3« = "^^^ 

SO lautet obige Gleichung: 

(''■) ■ gj« = (~l' ■ * ■v*(AT) - 

Wir sind also durch dieses Verfahren zu einer neuen Function 
3(1) gelang;!, welche sich dem Grundgesetz (DI.) der Bessel' sehen 
Functionen unterwirft. Es ist klar, dass wir durch wiederholtes 
DilTerentüren der Gleichung (111. a.) nach v beliebig viele solche 



by Google 



78 Zweiter Abschnitt. 

Functionen erhalten könnten, welche mit der Function J^,) die 
genannte Eigenscliaft theilen. Für unsere jetzigen Zwecke genügt 
es aher, bei der einmaligen ÜifTerentiation stehen zu bleiben. 

Wenden wir dasselbe Verrahren auf die Gleichung (IV. a.}, 
nänilicli auf 

an, so linden wir 

i,"\ fr -/ — »)• a, 

il. h., wenn wir 

oder, was dasselbe ist 
setzen : 

(4.) . '-^1"'^') - (r . .'■''-"s.v-,. 

Wir sind sonach zu einer zweiten Function ^(*) gelangt, welche 
mit der Bessel'schen Function /(*> die Eigenschaft (IV.) gemein hat. 
Um die Functionen 3(:> <"><' ^(*) durch bestimmte Integrale 
ausgedrückt zu erhallen, hraucht man nur die Gleichungen (1.) 
und (3.) auf die Definition (I.) der Function J^^^, anzuwenden. Man 
erhSit zunächst 

J~''3iii ^ rr^ 'i-l-T /cos(ico9w)sin*''(a(/wi 

= rr^ 1 / cos (icosw) siii^'w ■ logsin^ö) . rfw 

4- -J- \ -\ i cos(icoso>}sin*''co . dtaj . 
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oder, wenn wir die Gauss'selie Bezeichnung 

einfahren : 

^- ( ^ ^ ' — (i(,fv — 4-) + log 2). 

Wir lislien demnacli 

•-3J, - ^7,-^^,7+,-; j/c„,(.c<»„)si„'.»log.in'».^„ 

— (t(''— 4") + log 2) rcoa(icosw)sin2'(a.dw| 
oder endlich, nenn man beiderseits mit t' mulliplicirl: 

(5.) %^ = j^ - ^^r^^TTTT^ / '■"*' (" "^"^ ^^ ^'" " lö . log sin ' B . rf M 

Auf dieselbe Weise findet man 

'''J)('i ^ T7-- '!-■ j— — ^ / COS (scosw) sin*^*» . diflj 

= l,.- -,- ! I cos (ä cosm) ain**(a . det] 

4- -,=-- ■ — ' / cos(icosci}]sin^''üj.d(o 

= ,^ ' ■ — "( Icnsficoswlsin^'w.loffs^sin'ö.rf» 

— (^[i- — -^j + log 2) / cos(jcosM)sin**oj .rfwi 
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oder, wenn noch beiderseits mit %—'' multipUcirt worden isl: 

(6.) %){,\ = :^- — ' / cosfscoswjsin^'w.loifi'sin'w.dt»" 

- (t(^-i) + iog2)/,;)- 

Diese beiden Gleichungen (5.) und (6.) gelten fbr jedes v > — \. 
Zieht man die 5. Gleichung von der 6. ab, so ergibt sich 
zwischen den Functionen ^fo ""d $(o ^^^ Zusammenhang: 
(7.) ^f„-3[„ = 2logz./,;)- 

Schreib! man in dieser Gleichung wieder ^ statt ; , multipUcirt 

zuerst mit z^, dann mit z ^ , und differentiirl mmal nach z, so 
erhält man 

Eiliminirt man mittelst der Gleichung (7.) aus der ersten dieser 
Formeln 5)'""", aus der zweiten 3i ■ so folgt 

(8-) - --^r^ = (i) ^ * 3(*^) + a)" log i . s * Arrj 

»•(■'»•»iVt)) 

ir(i.ei.=~'' J('yTl) 



9.) --—^--^^ -(-*)"•' ■ s)(pf) - (-r i«M ■ >"" ■ ^(??) 



Von den Functionen ^'i) und ^'g) genügt also jede nur einem 
der beiden Gesetze (III.) und (IV.), woraus wir sofort den Schluss 
ziehen können, dass die Red uctions form el (li.) Tür keine von 
beiden gelten wird. 

Die den Functionen 37?) ^^^ $*') zogehörigen R ed uctions for- 
meln erh&lt man aber unmittelbar, wenn man die Gleichung 
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zuerst mil £'", ilann mit s* multiplicirt und beidemal nach v 
«lilTerentiirt. Es ergibt sich so: 

(10.) 3w - —^ sr' - 3w' + 1 .T.r' . 
("•) ?),■.) = ^^' sw ' - aV + 1- 47' ■ 

Es hat keine Schwierigkeit, die in den Formeln {8.) und (9.) 
noch vorkommenden >nten DifTerentialquotienten in Gestalt von 
endlichen nach Bessel'scben Functionen und negativen Potenzen 
von z geordneten Reihen herzustellen. Man ßndet nämlich 

oder, wenn man, um von der Summe zur Rechten dafl erste Glied 
abzutrennen, zuerst ^ ^ , dann p -i- 1 statt p setzt: 



Nun ist aber 

T" "'-(->)"■ 

ferner 

Folglich bat man 

Ebenso leicht ergibt sich 

LomniFl, Bc^ürlVhp Fnnoliiiicii. G 
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(13.) d'»'_-^Ifc)) „ ^^r ,0« . . ."?=/,■?=, 



§. 22. Die Function £"). 
Die beiden leUlen Formeln des vorhergehenden Paragraphen 
trefTen für v = in der Tolgenden zusammen: 

„., ^Anii _ (_i)- i.g , . r?/-'^, 

— (—41 • ^ -^ ,+1 ^E« 

Wir setzen nun 

(2.) ij, -i«s^./<"-l_2*^'-TTr''^'*'"' 

SO dass 

(2.a.) iw = 'ogJ-4) 

isl; dann laulet obige Gleichung in dieser neuen Bezeichnungs- 
weise ganz ein räch 

(3.) rMp'^f^ir.-'z^y,,. 

DiffereDtüren wir diese Formel noch «mal nach z, so ergib! sich 

^' Lim _ ,_,,« e" (z^'/~m) ) 

oder, weil nach (3.) 



ist; 

Wir haben demnach eine neue J'unction, die durch Gleichung (2.) 
delinlrle Function X,", gefunden, welche dem Grundgesetz [III.) 
der Bessel'scheß Functionen genügt. 
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Eine der Gleichuog (II. §. l.j analere Reductionsrormel ergibt 
sich auf rolgendem Wege. 

Addirt mao die beiden Gleichungen 



Im- 1 



'^T'-i2 



: logr/iV - i^"^"^ "^ 



-^l■-^■l- 

p+1 



SO erhält man, mit Riickächt auf die Gleichung 

vorerst, nnd indem man der Kürze wegen bei den L und / das 
Argument z zu schreihen unterlSsst 

"■" *.iJ P + 1 x»+' 

-i^^ FFT- ?+i 

NuD sondern wir von jeder der beiden letzteren Summen die An- 
Tangsgiieder, welche resp. -}- ^^^ /" und — "-7— ■^" sind, 
und zusammen — — /" geben, ab und fassen dann beide, nach- 
dem ;» durch p^l ersetzt worden, in eine zusammen, welche, da 

= ._ (m_i}^l-> (2 m— p— 1) 
ist, wie folgt lautet: 

_ 1 2 ^' ■ ("-i)""' (2»— p-i) • ■^ ■ 

Diese Summe hat man nun noch mit der ersten zu vereinige». 
Es ist aber 

- '"7|'l''' [(''^'''+''>' + (2»-(P+l))(P+l)] 



p+i 



«Google 



^ Zweiter AbBchnitt. 

Wir habPH uIro schliessliHi 

i"-' + i'"^' = ^-^ log I j"" — 1 j™ 

, V 2"+' • 



Oller 


- T ■ 2 ^ ' - -f+ 


(5.) 


"f L-, = i5r' + iM ' + ^ 


oder auch 




(5..-..) 


2(»-l) ,^1 „-! 



§. 23. Die BeBsel'aoIie Function zweiter Art Y"-,. 

Wir nennen jede Function eine Bessel selie, welche, an 
die Stelle der / gesetzt, zweien von den drei Crundgleictiungen . 
[II., III. und IV.) Genüge leistet. Sie untcrwirlt sidi dann jedes- 
mal auch der dritten, welciie eine einfache Consequenz der l>eiden 
anderen ist, und ausserdem allen Relationen, welche im ersten 
Ahschnitt für die Function J, die Bpssel'sche Function erster 
Art. bloss aus jenen Grundgleichungen abgeleitet worden sind. 
Eine neue Function mit den genannten Eigenschaften, eine Bes- 
sel'sche Function zweiter Art, erhalten wir nun durch Ad- 
dition der Functionen ^^) und £(^) . Addirt man nämlich zur 
Gleichung (10. §. 21.), nachdem man in ihr das beliebig reelle v 
durch das positiv ganze m ersetzt hat, d. h. also zur Gleichung 

S"' ^ i™ ') cv*"— 1 ni"— * I 2 i" — 1 

:) " —- ™S(i) — *J "TT- ■'U\ < 

die letzte Gleichung des vorhergehenden Paragraphen, nämlich 



-•> ,-- 



so ergibt sich 

3w + £i" - ~^ (3" + iS"') - ür.r' + i"r') . 

welche keine andere als die Gleichung (II.) ist, mit dem Unter- 
schied, dass die Summe '^"' -f- Z" an der Stelle von /"" stellt. 
Setzt man ferner in Gleichung (2. §. 21.) m staU v und » 
statt m, und addtrt die so erhaltene Gleichung 
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zui' CUkhun^ (4.) <les voilicrgclienOeii l'aragraplien , näiiiücb zti 

SO folgt 

und man erkennt, dass die Summe ^"^ -j- L" auch dem zweiten 
Grundgesetz (III.) sich ffigt. Nach unserer Auflassung muss dalicr 
die Summe 3"" + ^^ ^'"^ Bessel'sche Function, und zwar zum 
Unterschied von der im ersten Abschnitt betrachtelen Function /, 
eine Bessel'sche Function zweiter Art genannt werden. 

Sowie es eine Function X™ gibt, welche zu 3"* hinzugefügt, 
eine Bessel'sche Function hervorbringt, so wird es auch noch eine 
Function ^^ geben müssen, welche mit?)"' zusammengenommen 
ebenfalls eine Bessel'sche Function erzeugt. Wir können dieses 
Verhalten dadurch ausdrücken, dass wir sagen, L'" sei zu 3", 
A"' zu 9}"" complementär. Aus Gleichung (7. §. 21.) erkennt 
man aber sogleich, dass die zu ^'* complemeutare Function 

^", := i[™j 2 log Z /(i) 

oder 

^., - - loszj-, ^ i 2; 2"-' . "-^^- ■ j;;^,- 

sein wird, und dass für sie die Gleichungen 
und 

gelten. Die Summe ^°' -\- jC ist dann ebenfalls eine Bessel'sche 
Function und zwar mit ^ + ^ vollkommen identisch. 

Da die Grundgleichungen (II., III. und IV.) hinsichthch der 
Functionen /" und 3 " + ^ linearer Natur sind , so werden ihnen 
nicht nur diese Functionen an und für sich, sondern ebensogut 
auch die Function 

a /,:, + h (sro + j^Q 

Genüge leisten, wo unter a und h beliebige von t unabhängige 
Grössen zu denken sind. Durch Hinzufügung des Gliedes a J!", 
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nird ia den von uns aurgeslellten BegrilT dtr Bessel'scben Fubg- 
tioD zweiter Art nichts Neues und Fremdürtiges hineingetragen, 
und wir lEOnnen daber, solange b nicht Null ist, vorstehenden 
Ausdruck als die allgemeinste Form der Bessel'scheu Function 
zweiter Art betrachten. Wir können ferner durch zweckmässige 
Bestimmung der Constanten a und b unserer Function eine mög- 
lichst einfache Gestalt geben und diese sodann als Typus der 
Bt^el'scben Functionen zweiter Art hinstellen. 

Setzen wir lu diesem Zwecke, und namentlich um die in 
3^1 vorkommende Function ^ {m — ^) wegzubringen, 6 = 1 und 
a = iii (m — ^j -|~ log 2, 80 erhalten wir als einfacbMen Ausdruck 
für die fiessel'sche Function zweiter Art 

{La.) JJH) = ■ ' - l g / cos (scoso)) . sin^*'(i)logsin^iu .<j(i) 

oder auch 
worin 



(i-y-) 



(z cos (o) sin ^"'u log sin ^ a . da 



h"- = '°e--'."-i22'^'-.'7+r-^. 



ist. Diese Formeln, weniger atigemein, als die für die Bessel'- 
sche Function erster Art gegebenen, gelten nur für positiv 
ganze Werlbe von m, die Null mit inbegriffen. 

Setzen wir z. B. m = 0, so gewinnt der Ausdruck für Y^:,, 
folgende einfache Gestalt 

(I.*.) Y%) ^— / cos (zcosu) log(zsin^«) . du . 



Wir bemerken hiezu noch, dass die hier eingeführte Function 
^) mit 3") 'lic in den Gleichungen 



^5, _ 1(5=1) i-fj-' _ ^--> + 1 ^-' 



und 



by Google 



Die BessorBcliBn Functbneu zweiter Art. 87 

ausgesprochenen Eigenscharten theilt. 

Endlich mögCQ noch die wichtigeren derjenigen Formeln, 
welche für T" wie für /" in gleicher Weise gelten, hier eine Zu- 
sammenstdlung Qnden. 

(11.) r,-, _ '-i^ yjr' - K.J' 

(U.o.) ^-f !-,".> - rj-'- yff' 



- F» 



2 <-"' • 



(IV.) dljl^} = (!)■,=?-" r(J?, 



. 1-,-.,- - (-1)" i-S 

(VI.) (.+*r^i'^f-sä) - 2 '-"' ■ ¥1-' '""^TÄ) 

(vu.) {.+# r"Ksi) - 2' ^ '^' ''i^' 

I^li.) — 1 ^ l— ') ^Si^ ^ J^w ■ 
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§. 24. Entwiakeluug von ^(:) und k^^) nach Potenzen 

von z. 

Nach Formel (VIII.) des §. 5. ist 
also 

' ■'''' = ^ f— ^' ■ i?iä2'+pr(f+pTi) " 

Wir difTereDtiiren hier beiderseils nach v, nach Anleitung der 
Gleichung (1. §-21.), welche die Definition von 3l(jj ausspiicht, 
und erhalten 

Darin ist 

= — -^ (^ {v-¥p) + log 2^ . 

Wir haben demnach 

oder 

V ,r |„„2 - V (-11'' . ^(^ + P>''-^"' . 

Die Reihe zur Rechten convergirt für Jeden Werth von z. 
Denn der absolute Werth des Quotienten des {p+2)'™ durch das 
vorhergehende Glied, d. i. : 

_fi V>(v+p + l) 

(2p + 2){2v+2p + 2) ^{v+p) 

nähert sich hei wachsendem p, was immer auch 2 sein mag, der 
Grenze Null. Da nämlich 

*(v+p+l) -♦(,+,) + j:L, 

also 

»P(»+P+1) , , 1 

*(v+p) '^ {'+P)'<I>{P+P) 

ist, so nähert sich ^—r'-w^K-^-' wenn p zunimmt, dem Grenz- 
werthe 1, 
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Aus obtgci' Formel fnr J'i) erliäll man sofort diejeiiige für 
K{t), weDD man, Hactulum v durcli das positiv gdnze m ersetzt 
ist, beiderseits (t(i(»i — ^) -f- log 2) J^^f addirt. Zerlefjt man gleicb' 
zeitig ^(wi+p) nach der Gleicliung 

^("»+P) = VW + ;^ + -^ + ■ ■ ■ + „^ • 
so findet man 

Nun isL 

*(»«— i) ~ f W = 2i(.(2m) - 2^(m) - 2 log 2 
oder, da 

♦ W _ t(o) + I + i + 1 + . . . + i 
♦ (»-i) - ♦(») - 2 (^ + _i_ + . . . + i)-2i,.e-.' 



Wir haben also endlich 

(viii.«.) Ä^, = ( 2"^,' ^^^^jA^ _ 2 log 2 ) ■ /,■:, 



2[- 



und speciell für m ^ und m = 

ir,° j = — 2 log 2 



|4, - (1-21062)/;,, + Z[(-l)'-^HT^iH*^H,J ■ 

Diu nämlichen Resultate hätte man auch, allerdings mit grösserer 
Mühe, gefunden, indem man in der Formel' 

i'+hf^m^i+i) - ^ (- D' • |s ''"^ ■'(^1 

z = und h = z^ gesetzt und sodann in 
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den Ausdruck 



-im 



-(♦("+p-i) + l»g2)- 



/sin 



immittelbar durch Integration bestimmt hätte. 



§. 25. Teractaledene Beihen. 

Um Tür die Bessel'sche Function zweiter Art Reihenentwicke- 
lungen zu bekommen, die denen des §. 9. analog sind, setzen 
wir in Gleichung (VII. §. 33.) h ^ — z , und erhalten zunäcbet 

Nun ist aber 

j cos (scoso))sin''"o>logsin*M .rfoj 



S/» 



■].g../5-i2'^'^'- ,+. 



_y_l 



Setzt man darin z'=0, so Terschwindet, unter der Voraussetzung, 
daBS in > 1 ist, zur Rechten Alles, mit Ausnahme des letzten 
Gliedes der Summe 2! • in welchem p = m — 1 ist. Man hat 
daher 

('" lui)«- - 2'"' (».-1)1 - - 2—" . 
Dieser Wertli werde oben eingesetzt, gleichzeitig z^ statt z und 
m-f-l statt m (um der Bedingung m > 1 zu genQgen) geschrieben 
und endlich noch beiderseits mit z'^' dividirt, so kommt 

> ^i-"'-.. .. . 

Unterwü-fl man diese Gleichung derselben Reibenfolge von Ope« 
rationen , welche in g. 9. mit der entsprechenden Gleichung (4.) 
vorgenommen wurden, so getätigt man zu der Formel 
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d. h. spectalisirt 

|yp+^^ P+^^ Y^ + - 

= 1+1" 

^70-1 1— p-i J ^ — Y^ A 

2-4 ^ 2 -4 -6 ~ 2-4-6-8 ~ 

i + 1 *" - ^' 

.-'_ rf J t. — i-i j !! VI A. ... 

1-6 ^^ 2-4-6-8 '^2-4-6-8' 10 ^^ 

i' ^ 2-4 2 ^ 



(1.«.) 



Und lässl man dieseo Gleichungen wieder dieselbe Behandlung 
, angedeilien, welche im §. 7. an der analogen Gruppe geübt wurde, 
so findet man 



(2.) 



«_ ■«ri (p+l).'^' yp 1 8 

jLj 2P+*!* 3 I' 

vs _ V (P + 1)"' '"^ F' _ ^ _ 
^ ^ 21 2P+*I* 2.4 



. ^ (>+!)■" 



.Jede dieser Gleicbungen ergibt sich darcb Diffei'entiation der Vor- 
beigehenden, indem man in dieser )/~z statt z setzt, beiderseits 

mit £ ^ muitiplicirl (unter m -\-l den Index von T zui' 
Linken in der fraglichen Gleichung verstanden) und dann zur 
Linken die Grundgleicbung (Ul.), zur Rechten unter dem Summen- 
Zeichen aber (IV.) anwendet. Durch diese Gruppe von Formeln 
kann also jede Bessel'ticbe Function zweiter Art; von T* an, durcli 
alle übrigen und durch eine rationale Function von x ausgedrückt 
werden. 



Digitzedby Google 



iJ2 Zweiler Abschnitt. 

Die GleichuH); (VI.) ist einer analogen Behandlung niclil räliig, 
weil tT" y") für £ = tinendlicli gross wird. Wohl aber kann 
dieses Verfahren auf die Function i^) angewendet werden, welche 
der nämlichen Gleichung (VI.) Genüge leistet. Setzen wir also in 



= — ~, so folgt 



2Pl» 



Zulolge Gleichung (VIII. «.) des vorausgehenden Paragraphen ist 
alier 

Setzt man diesen Werth oben ein, schreibt auch z'- statt i und 
multiplicirt sodann beiderseits mit z", so hat man 



ri^ l .^ '«+1+5 



eine Formel, welche der Gleichung (3.) des §. 9. vollkonmien 
analog ist. Für «» = z. B. lautet dieselbe: 

(3 •«•) «" + i «' + Ä ^' + sSre '«^' + • • - " 2 1«S 2 

U. 8. W. f. 

Die Eintwickelung von I'('h-«) findet man, indem man Schritt 
für Schritt den Weg verfolgt, der in §. 10. zur Enlwkkelung von 
J^-\-k) führte. Mau erhält auf diese Weise 

(IX.«.) 7,:+,) = /(i, yu + ^/("r^"' 7^' 

oder auch, weil ; und A mit einander zcrtauscbt werden können: 

(IX.?.) p;+„ _ f5, /;, + s rS"' 'S'~' 

Daraus folgt für m = 

(IX.,.) Ti.+ia _ Jj, r,;, - 2 /,i, 4, + 2 4, I^., 

-2/ä, 4, + 2 4, ita 
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oder aiicli 

(IX. tf.) Yf^A-i = I-W) 4i - 2 r/« 4, + 2 4, 7,*) 

- 2 I-t^, 4) + 2 Ff*) 4) 

Diese Formeln zeigen uns, dass ^1™+;;) sowohl nacii Itessel'sclien 
Functionen erster Art als and> zweiter Art entwickelt werden kann, 

§. 26. Entwiokelang von 1^) naoli negativen Potenzen 
von z. 

Nach §. 17, Gleicliung (1.) ist 

4, = y^-^Y^ 4-«) (/.+ 0,) + «-<'■" * "•> iP~Q')\' 

Mg Hell 

DirTercnliirt man diese Gleicliung , die Uefiniüon von ^l,-, (1. §. 2] .) 
Iieaclitcnd. beiderseits nacli v, und multiplicirt nachträglicli wiedei' 
mit 2*, so erhält man 

.'(-'?'-) ( 

+ e ( ' i (P- (,,-)(_ log. + .„lj 
, f ,f.^!l+!,l _,/— ■■+',-, I 



1 ( ir---^'»i 

S.i logj./,'a- J«,- ^--i^j.'- • >lP+(){} 

worin P' lind p' die nach v genommenen Alileilungeii von P 
nnd Q Itedenten. Die hier anzuwendenden Werllie von P nnd Q 
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gehen aber aus P" und Q" (Gl. 4. §. 16.) hervor, 
diesen m durch v — ^ ersetzt; danach ist 



(1-) 



. V 



(-1)' 



^ > *' a»« 



■Vi- II' «■' +if'+"'ra>-i)" ^'-' 



■ 2 '-"' 8«'ir 

Um darans P' und £)' zu erhallen, muss zuerst 

g (3 »+ U'+'l^ (2 1— If+^l-' 
gl- 
hestimmt werden. Es ist aber 

Iog(2v+l)^'l'(2.— ll-^^'-' 

== E log {2^+1 + 2?) + 2 log(2v — 1 — 25}, 
folglich, wenn man hier beiderseits nach v difTerentürt : 

= ^ -2^ + 1+2? + Zj 2 •'-1-2? ■ 
Wir erhalten sodann nach gehöriger Substitution: 

i'--2_2'(-l)'| 



(2.) 



^f^)- 



+ X.' - 1 . vJ>+l)''^'l^(2>^l) ^'>+'^l-^ 



gKH-'ln 



0' = 22(-l)'/ 



2*+l + 27 



. (2r+l)''^l'(2v^l)'H-ll- 



r ^ 3*- 1-2? I g^H--:» 

9=0 / 

und haben sonach die Funclion 3*:) »ach negativen Potenzen von 
z entwickelt. 

Die entsprechende Entwickelung von r") selbst erhalten wir 
daraus sofort, wenn wir, nachdem v durch das positiv ganze m 
ersetzt ist. 
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(i^(m-^) + iog2)/(:, + zr=, 

hinzuzählen. Berücksiclitlgen wir gleichzeitig, dass 

i{e<i{P-^-Oi) - e-'HP—Qi)} = — 2 (J>sin^+Öcos?) 
und 

e'i{P'-\-Q-i) + e-t(p'_i)',-) = 2 (P'cosJ-ip'sin?) 

ist (wo nur der Kürze wegen f statt z ^^^ % geschrieben 

wurde), so haben wir 

(3.) r;, = (t(»,-ii+i.g2)/S - i^s'*'- 7^'- ^'^ 
+ /|:|.'cs(.--±!.)-r.o(.-?^'«)|. 

Darin ist 

♦ (m-i) = t(-t) + ji + ^ + ...+ ^ 

oder t("-l) - *(0) - 2 log2 + 2(| + I +...+ ^j) . 
WO ifi(0] die sogenannte Consta nte des Integrallogarithnien , nSmlicIi 

^ (0) == — 0,5772156649015328606 ■ ■ ■ 
isL Statt P . , P' , 0' and die bereits oben gegebenen For- 
melo, nur m statt v gesetzt, zu gebrauchen. 
Für m = ist 

(=u ' -^ ' 

und darum auch P'^0 und O'^O; m»ii hat daher einfach 

(4.) n, - (t(o)-iog2)/;, 






unil dabei 




(4...) 


p. = 2(-')'-^ 




|s. --^(-l)'-^ 


Für m — 1 


dagegen hat man 
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ll.iiiti ist 

(5.) yj, = (t(0) + i - log 2) /,'., - <■> 

- 1 « /»-. {'' ™» I' -,J .) - ff, sin (. - 1 .)} 

+ /f. {^'' »'» (» - i •) + ».' «»' (' - i «)} 

und dabei 

■c-i „ 3SH-*l»iärt-i|ü 1 

=^ 1 _L X" t—\f ■ —^- . —!-- 

I ^ ^ ' ' g^M-^IB :*P-|-* 

^t — ^ 21j ^ ' ip + l 8*H-'|8 ,äH-' 

Mit Iliire dif!ser Formeln lasfien sich, für einiger massen grosse:, 
die Werlbe von I^ und F' und mittelst der Formel (3.) über- 
Jianpt die Wertbe von Y^) bequem berechnen. 

Die vorkommenden unendlichen Reihen gehöret), wie die- 
jenigen des §. 17., zur Classe der halbcotivergenten. 

Bei stets wachsendem z nähern sich die Werthe der Reiheu 
Q, P' und 0' der Grenze 0, derjenige der Reihe P aber der 
• (ürenze 1; auch die Glieder der in dem Ausdrucke (3.) für I^) 
vorkommenden endlichen Reihe 



^^2^'. 



p+1 -H-i 

gehen, wie man sich leicht überzeugen wird, bei wachsendem : 
gegen Null. Da nun ferner, wenn man die Gleichungen (11. §. 17.] 
in eine zusammenfasst 
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ist, so hat man für ein äusserst grosses z: 

(6.) I-M - y^ {(•C("-i) + l082)c»s(«-^>) 

+ J««n(.— ?^'«)}. 

Aus dieser Gleichung lässt sich erkennen, dass die Dtffererenz 
zweier aureinanderfolgenden Wurzeln der Gleichung ¥"-, = sich 
der Grenze n nähert, wenn z stets zunimmt. 
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Lineare Differentialgleichungen, welche durch Besser- 
sche Funetionen int^i:rirt werden. 



§. 27. Auftiaohung einer Function y von : derart, da^ 

Die zu Ende d«3 §. 4. abgeleitete Formel 

welclie auch für Bessel'sche FuncUonen zweiter Art giltig bleibt, 
zeigt uns, dass es möglich ist, durch wiederholte Diflerentiation 
eines Ausdrucks, der eine Bessel'sche Function enthält, zu einem 
Ausdruck zu gelangen, der genau dieselbe Bessel'sche Function 
enthält. Es liegt nach dieser Bemerkung nahe, zu untei^uchen, 
welche Function y von z man statt z in Ji^y^) einzusetzen habe, 
damit man durch wiederholte Differentiation wieder auf die näm- 
liche Function J" zurückkomme. 

Wir beschränken uns bei dieser Untersucliung auf 2malige 

DifTerentiation des Ausdrucks z" y * J^fJ) nach z und erhalten 
mit Anwendung der Grundrormel (III.) zunächst: 

und norliRiaU difrerenttirend : 
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+ I» (m— 1) j— 'i,"5"j'm . 
Nun igt aber nach (II.): 

folglicli, wenn maa tliesen WertU in die vorige Gleicliung einsetzt: 
Man hat demnacli 

= [„(„_,,^,_L-(liy].,-i..^,-,, 

wenn man nur y als Function von z aus der DilTerentialgleicImng 

bestimmt liat. 

Iß dieser DifTerentiaigleicIiung, welche vereinfacht so tautet: 

setzen wir zunächst 

g: "ä* ():• 

Sie geht dann über in 

"-(»+■) ^»' + 2» 
und lierert 

während 



Gi.>oi^[c 



vy. 
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hi. Setzt man in letztere Gleichung uy statt ^ 
nder, nach Einführung des obigen Wertheg von t 
oder anch 



(3.) 


l.|-. + V"-v, = 0. 


Nun seUen wir 




und erhalten 


j»"» = «1 und t-* = a: 


oder, durch ff 


beiderseits dividirend 


(4.) 
Ferner ist 


^■e^ + T = ^- gl- 


d. h. 

(5.) 


1 3a; » 


Eliminirt 


man nun mittelst der Gleichungen (4.) und (5 


I du .im 


lind V ans der Gleichung (3.), so wird diese: 


Da aber 


-«. F^ + a; 3T = ^ ■ 




z = x'^ 


folglich 


u = ..V" 



iitl , so erhält man die Gleichung 



weiche in der Form 
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(6.) I" + X '^~- dj: = 

unmittelbar iDtegrirt werden kaan. Man erhsit durch ihre Inle- 

gralion, wenn man unter £7 eine willliiihrliche Conslante versteht: 

Sm-L 

— ^ + 2^^ a' " = C ■ 
Führen wir nun statt n> und x wieder u und z zurück, so nrhal- 
ten wir 



oder, weil 
ist: 



Diese Gleichung, iategrirl, gibt 

log ff = - I log ÜT (C ~ y-^ • z-'"^-^) , 
wo £ eine zweite willkührliche Constante bedeutet. Setzt man 

C£ = a und — ^^^ = b . 
so dass jetzt a und b die beiden willkührlichen Conslanten vor- 
stellen, so hat man endlich 

(7.) y-{a+b.— +')'•. 

Substituirt man nun diese PunctJon statt y in obige Gleichung (1.), 

so erhält man 

(8.) §"-, [.- ia+b.-'-t-'f /'(.+ j«-^-+>r fc] 

- |m (m-1) ^' - S'(?^)%-'- (. + 6.--+')" "?'! 

X (« + 6 «-'-*■>)' /■(<i + 6i-'-(->f B . 
Zu der nämlichen Gleichung würde man gelangen, wenn man 
unter Anwendung von Formel (IV.) den Auedruck 

dz' 
auf analoge Weise behandeln würde. 
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Selzt man in (8.) a = , b ^ 1 , so erhält mau specieller 

V>-> d z' 

und daraus wieder noch specieller für m = 0: 

,10) i-hiidc^ = _ d^ . Yi ■ rL-b\ 

und für iw ^ 1 : 

(11.) j^ — (2^j. f' r ■ j V* y - 

§. 28. Fortsetzung. 

Wenn m ^ 4 8^^^'^' ^'rd , so liefert der fflr y gefundene 
Ausdruck: y = Const. , ein bloss particuläres integral der zu In- 
tegrirenden Differentialgleichung. Behandelt man aber in diesem 
Falle die Gleichung 

(1.) .„g_|,+i)(|D' + „.|-» = „ 

ganz wie oben, so erhält man zwischen w und x die Gleichung 
woraus sofort 

— ^ + log iE = C 
hervorgehl. Da nun 



ist, so folgl weiter 
il. 1. 


~fu — '^ + «1»8' 


oder 


« c + ,l«g. 
8» T 
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vi'oraua sofort 

log y 1^ log Ä* (C + V log z) 

oder 

(2.) y= (a+Mogz)".^ 

folgt, wo jetzt a und b die beiden willkübrliclien Conslanlen sind. 

Dann ist weiter 

und 

Substiluirt man diesen Wei'tli nebst dem obigen Werthe von y 
in die Gleicbung (1.) des vorhergehenden Paragraphen, so hat 
man : 

(3.) g (i (» + » log ,)i J-[„ + b log .)- !■) 

— {. + 5 (.+ M.g,)-'-?'| ^♦i^l^Jl'-il' y,.+ . ,.g.)-i. 
Setzt man darin speciell v= — ^, so wird sie: 



oder, weil nach §. 4.: 

/(7,* = ^1^ ■ cos z 
ist: 
(^j 8-(r?.c..^(.+M.,.)) _ _ l±*i- . ^J.eo,(, + Mog.). 

Für V = werden sämmtliche bisher gegebenen Integrale 
unserer DiOerentialgteichung (3.) des vorigen Paragraphen unzu- 
lässig. Alsdann aber wird dieselbe 

und man erhält zwischen u und z die ohne Weiteres integrable 
Gleicbung 

— -{- 2/11 — = , 
woraus sofort 
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hervorgeht. Dann ist ferner 

y 
folirlicb 

logj, = C--V— _^-^ + C- , 
oder 

(6.) y - X^--"+\ 

WO IC und k die willkübrlinhen Constanten sind. Man erhält nun, 
wenn man £ ^ log a und f ^ ^ i, setzt: 

Speciell ergibt ^ch Tür b ^ 1 und (t ^ 0, und wenn a' statt a 
gesetzt wird : 

(8.) ?^^"5 = -(l.ga)'. .•./«(«•) 

und ebenso für 6 ^ 1 und fi ^ 1 : 

(9.) ?i(=|C£l) _ _ <"i-i „:-,.. ^. 0) . 

Säuinitliche in diesem und dem vorigen Paragraphen abgeleiteten 
Gleichungen gelten, wenn v Null oder positiv ganz ist, nicht Dur 
für /", sondern ebenso gut auch für die Bessel'eche Function 
zweiter Art r~. 

§. 28. Die BesBel'ache DifElerentlalgleichuiig. 
Zufolge Gleichung (3. §. 3.) ist 

['■■) -37- = y -/(i) — Att ■ 

Differentiirt man diese Gleichung nochmals nach ; , so erhalt man 

oder, wenn man auf die hier vorkommeuden ersten DilTerential- 
quotienten die Gleichnng (1.) annendet: 
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d^J(x) 



•Lj^^'—.I^Jl^^ 



. ^1 j'^^ -L. /"^ 



Äddirt man zu letzterer die mit z dividirtc Gleichung (1.), nSmlicb 

so kommt 

Nach (11.) ist aber 

2(i' + l) H-i H-2 _ ,* 
^— J(rt — J^(j) = J(=) , 

fotglicb lautet obige GleicbuDg 

und drückt in dieser Form eine Beziehung aus, welche zwischen 
jeder Bessel'schen Function und ihren beiden ersten Düferential- 
quotienten stattfindet. Setzen wir nun in dieser Gleichung 7(:)=y, 
so wird -sie 

(S-) B + l-Ü + O-S)»-« 

und ist keine andere als die Bessel'scbe Difrerentiatgtei- 
chung, jedoch insofern verallgemeinert, als wir unter 

V jede beliebige reelle Zahl, also nicht bloss positive 
ganze Zahlen, verstehen. 

Ein particulärcs Integral derselben ist nun 

9 = -^{'i 
und da die Gleichung (3.) ungedndert bleibt, wenn wir — v stall 

V setzen, so ist auch 

y = -^w 

ein particulares Integral. 

Die vollständige Lösung der Bessel'schen Dilferen- 
tialgleicbung lautet demnach (im Allgemeinen]: 

(4.) y = ^ /(;, + £ /(,-; , 

wo A und B die zwei willkührlichen Conslanten vorstellen. 

Die Gleichung (4.) liefert so lange das vollständige Integral 
unserer Differentialgleichung, als i* nicht positiv oder negativ ganz 
oder Null ist. Ist nämlich v ganz Und zwar ^ n, so reducirt 
sich, weil in diesem Falle 
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ist, die Cleichuag (4.) auf die blos particuläre Lösung 

V = (A+ (-1)" £)/(",, = C4t. 
Da abei- unsere Gleichung [2.] bloss mit Ztihiirenahme solcher 
Relationen abgeleitet wurde, welche, für ein ganzzabliges v, 
auch für die Bessel'sche Function zweiter Art statthaben, so ist 
auch 

y = n, 

in diesem Falle ein particuläres Integral der DifTerentialgleichung (3.)- 

Ist also V Null oder positir oder negativ ganz, 
(= n) , so ist 

(5.) y = ^ 4) + S ¥U 

das vollständige Integral der Bessel'schen Differen- 
tialgleichung. 

An diese Integration der Bessel'schen Gleichung lassen sich 
verschiedene Betrachtungen knöpfen. Zuerst zeigt sie uns, dass 
die gleich Eingangs vorgenommene Erweiterung des BegrilTs der 
ßesBel'scben Function durch Zulassung auch gebrochener Expo- 
nenlen kein willkührlicher Act, sondern eine in der Natur der 
Sache begründete Noth wendigkeit war. Durch die Bessel'scbe 
Function erster Art mit gebrochenem Exponenten ist eine bei der 
Integration der Gleichung (3.) (und anderer Differentialgleichungen, 
wie sich in der Folge zeigen wird) offen gelassene Lücke aus- 
gefällt. 

Sodann zeigt uns dieses Integrationsverfabren, dass es eine 
Bessel'sche Function zweiter Art mit ge1)rochenem 
Indes nicht geben kann. Denn esdstlrte eine solche, so 
würden nicht nur /(') und /(7)*, sondern auch Y*^-, und Y^y par- 
ticuläre Integrale der Gleichung (3.) sein, und man könnte für 
diese Differentialgleichung zweiter Ordnung ein Integral 

A /<;, -f B J(ö' + C Yl^-\- D 7^ 
mit vier willkübrlicben Constanten angeben, was offenbar unmög- 
lich ist. 

Drittens lässt sich, wenn /(*) als particuläre Lösung unserer 
Differentialgleichung bekannt ist, auf folgendem bekannten Wege 
noch eine zweite particuläre Lösung hinzufinden. Wir setzen 
In (S.) 
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y = JUJ.p[z).dz 

und erlialteu zur Bestimmung von tp folgende Gleichung 

/;,-|| + (2-?# + i-^-,)..-o, 

woraus sich sofort 

und dann 

y — } ■'w / , ,>i 

ergibt, wo ^ eine Constante ist Da diese Lösung* mit den bereits 
gefundenen notliwendig übereinstimmen muss, so müssen folgende 
Beziehungen stattfinden, nSmIich, wenn v gebrochen ist 

(6.) „ /,'., + f /(„■ - y /,•., f-i^ 

und ferner, wenn v ganz (^n) oder Null ist: 

Viertens werde in Gleichung (3-) z so gross gedacht, dass -^ 
gegen 1 vernachlässigt werden kann. Dann lautet die Gleichung, 
was auch v sein mag, wie folgt: 

und kann jelzt leicht in folgernder Weise geschrieben werden*): 

^ + (i + ii,),/I = o. 

Unter der oben gemachten Voraussetzung verschwindet aber auch 
YZi gegen 1. und die Gleichung reducirt sich auf 

und liefert integrirt 

y j/T = a cos r -f- j3 sin I . 
Dieses Integral muss nun, für äusserst grosse Werthe von z, mil 
den bereits gegebenen, für jedes z giltigen, übereinstimmen. 
Man hat daher, für ein gebrochenes v und ein äusserst 



*) Poisaon, Journal de IMcole polyt. Cah. XIX. 8. 360. 
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(8.) A jU + */,?- "°"+J"" 

und für ein ganzes v und ein äusserst grosses z 

(9.) Alt., + B I-;, - »_i^_jii!ÜL' . 

Wir ersehen daraus, dass för äusserst grosse Werthe von z die 
Bessel'sche Funcüon sowohl erster als zweiter Art durch die Form 

vt 

darstellbar ist, was uns übrigens durch die Gleichungen (11. §. 17.) 
und [6. §. 26.) bereits bekannt ist. 

Schliesslich sei es noch gestattet, die hier ganz allgemein 
gelehrte Integration der Bessel'schen DirfereDtialgleichung in einigen 
speciellen Fällen durchzurühren, namentlich nm den dabei vor- 
kommenden Gebrauch unserer Formel (V. §. 4.) zu zeigen. 

Es sei zuerst v = \, so liefert die Gleichung (4.) sofort das 
vollständige Integral 

y = ^4, + S/w*- 
Aus V. aber folgt, wenn daselbst v = — \ und m = 2 gesetzt 
wird: 

Demnach ist 

(10.) ,_.<4,+ ^(/,^_|-4,-A,4,) 

die vollständige Läsung der Dilferentialgleichung 

Ferner sei, um ein selir eiafacfaes Beispiel zu Pallien, v = ^, 
das vollständige Integral sonach 

J = a4, + B7,ö', 
80 ist gemäss (V.) für v = — ^ und m = 1 

/,;;* 4) ^ *! ■ 



Nach (§. 16.) «her ist 

■ 4- 



4.=/i;(-^— )■ 
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folglich 

und demnach entspricht 

(12.) y = j/f^ {A s\n^-i-S cos s) 

als volIslSndij^es Integral der Gleichung 

(13-) fi + i-Ü + i^-A^)«-»- 

Zu dem nämlichen Resultate wäre man übrigens auch gelangt. 
indem man Gebrauch gemacht hätte Ton der üemerkung des §, 16, 
dass die beiden dort »orkommendeo Functionen ä" * und 
(—1)"' . Ä(Hi jede für sich den Fund amen talgesetzen der Bes- 
sel'schen Functionen gehorchen. Dann muss auch jede für sich 
der Besserschen DilTerentialgleichung, i^elche wir aus jenen Grund- 
gesetzen abgeleitet haben, genügen, d. li. jede muss ein parti- 
culäres Integral derselben sein. Für m = aber ist 

Ä,i) = — ,■ ■ yfL= und Ä(i,, = — ~L . 
folglich hat man für die Gleichung (13.) das vollständige Integral 

oder 

P = p^^ ((" + *) co&z-\- (a — b)i. sim) 
oder endlich, wenn man [a~i)i^2^ , a~\-b^2B setzt: 

y = T/ — (-^ smz -\- B cos z) , 
genau wie oben. 

§. 30. Die Gleiohimg r|^ + «|f + iy = 0. 
Wir gehen aus von der Gleichung 

und multipllciren dieselbe beiderseits mit z ^ . Dann faelsst sie 

z * /(FT) = =^^-^ z " J{yj) — -'■ . I * J(yT) 
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und kann jetzt, weil 

und 

isl, auch in folgender Form geschrieben werden: 

('■' w ■ r^ Wi 1" = 

MulUpliciren wir dagegen die Gleichung 



/(CD . 



. ^"-'' i 



mit I* , so dass sie die Form 

»* ■'(W) — 2 (v— 1) ! ' J(V) — I ■ = ' /?>-";) 

annimmt, und berücIisicliligeD , dass 






ist, SU erlialten wir 

(2). . ■ ''-^^- - (V-.) '^^ + i^'lr,^ - . . 

Setzen wir nun in (1.) z ^ J^VT) = y "»'l v + 1 = a, so er- 
lialten wir die DifTerentialgleichung 

(3.) 'ti + '-dl + i"-" 

samml ihrem particulSren Integral 

y = z * J{VTi . 

Setzen wir ebenso in (2.) z^ j^i--^) = y und —». + 1 = 0, so 
ergibt «ich die nämliche Dilferenlialgleichung (3.) nebst ihrem 
particiilüren Integral: 



by Google 



Iiineare DifferentUlgleichiingen etc. Hl 

y = r^/(K7) . 
Wir erhalten daher das vollständige Integral der obigen 
Oirrerentialgleichung in" folgender Gestalt 

{4.} j, = r "^ " -^(Vf) + B jIv']) 

so lange a gebrochen ist. Ist dagegen a Null o<ler positiv 
oder negativ ganz, so reducirt steh aus bekannten Gründen vor- 
stehende Lösung auf eine blos particuläre. Alsdann tritt aber, 
wie bei der Bessel'schen Gleichung, die Function F™ in die Bresche 
und liefert das zweite particuläre Integral 

y = z~~^~ Y(^), 
indem ja, hei ganzem v, die Gleichungen (1.) und (2.) für die 
Function Y" ebenso gut gehen als für J" , weil sie nur aus 
solchen Prämissen hergeleitet wurden, die für beide Arten ße^:- 
sel'ächer Functionen in gleicher Weise staltfinden. 

Ist daher in der Differentialgleichung (3.) a eine 
ganze Zahl oder Null, so genügt ihr als vollständiges 
Integral 

(5.) y = x~ ''" {ä J(i^) + B Yllk)) . 

Vertauscht man in Gleichung (3.) z mit — z, so wird sie zu 

(6.) .g + .||-i.-0. 

und ihre Integrale lauten, wenn a gebrochen: 

(7.) y = x~~{Ajlrh] + BjI^T)), 

dagegen, wenn a ganz oder Null ist: 

(8.) y = r ''^{AJ{ipT) + B YlryT)) . 

Die im gegenwärtigen Paragraphen behandelte Differenlialgleichung 
bietet darum ein ganz besonderes Interesse dar, weil sich die 
Lösungen verschiedener Probleme aus der Mechanik und aus der 
theoretischen Physik auf sie zurückführen lassen. Man gelangt zu 
derselben bei Bestimmung der Wellenbewegung des Wassers in 
einem cylindrischen Gefäss vnn sehr grossem Radius. Denkt man 
sich ferner einen Rotationskörper längs seiner Rotationsaxe er- 
wärmt, während seine Überfläche auf einer constanten Temperatur 
erbalten wird, so gibt die nämliche Gleichung die Vertlieilung der 
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Temperatur in jeilem Punkte dieses Körpers. Bei der Bestim- 
mung des durch eine unendlich treit entrernte magnetische Hasse 
in einem reichen Eisencylinder inducirten Magnetismus wird man 
ebenfalls zu dieser Differentialgleichung geRlhrl*}. 

Die hier gegebenen Integrale, ebenso einrsch als umfassend, 
lassen, nie ich glaube, nach keiner Richtung hin elwas ZD nfin- 
schen übrig. 

§. 31. Die Bißcati'eche Gleichung. 

Wir machen jetzt Gebrauch von den Resultaten des §. 27., 
indem wir in Gleichimg (10.) daselbst 

y.r(,-!-) - y 

setzen. Sie wü-d dann zunächst 

'f« a- A.._"JL n 







£='-t- 


(S")' 


- y 


— 


■ " 


oder, wenD man z 


^ p.r einführt: 












+ibi 


^H-i 


j/ 


= 


Macht man jeUt 
















= 1 , 


d.h. 


p 


= 


12 v]' 


so wird 


sie 
















Hai' ^ 




• y 


= 


= 


und ihr 


genügt 














y = 


= (2^r' 


•^./ 


■{^ 


v^ 


,-i) 


Setzt mi 


in jetzt noch 











— t:*^ = Ä . folglich V 
und bedenkt, dass 

.'.■-«-(-ir-'r.) 



) ergibt sich 



2 \*+i 



.J *+* 
•} Kirchhoff, Crelle's Journ. Bd. 48. 



-(Ä^ 
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und darum auch 

(2.) p=^j/^.J *+^'(^.-.^-^:< j 

■ als particuläres Integral der Gleicliung 

(1.) B + '"' = "• 

welche keine andere, als die bekannte Riccati'sche ist. 

Verrährt man ebenso mit der Gleichung (II. §. 27.), so wird 
sie, indem man 



setzt, zunächst: 



/7.r(.i) = ä 



^^(^•^) 



Macht man nun wieder z^px, sodann ,-^5=1, also p^(2vf'', 
und endlich = /c, woraus ^ ^' irr^ folgt, so hat man 

und deshalb auch 

(3.) y = j/: 

als zweites particulSres Integral der Gleichung (1.). 

Das vollständige Integral der Riccati'schen Dif- 
ferentialgleichung 

(1.) Ö + ^'j-o 

lautet demnach 

(4.1 j,-/« (j/ip + *v+'), 

worin 

^ ~ fc + 2 ^ 
zu [nehmen ist, mit der Bedingung jedoch, dass r-^^ 
eine gebrochene Zahl sei. 



Gleichung 

^" = (~irj,i, 
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die beiden parlicuUreo Inlcgrate (2.] und (3.) in ein einziges 
zusammen; da aber bei ganzzaliligem v <lie Gleichungen (10.) und 
(11.) des §. 27. aucli für die Sessel'sclie Function zweiter Art 
slattßnden, so liat man in gegenwärligem Falle 

(6.) »-^'"'•'''^'(«T^''^') 

als zweites particuläres Integral der Gleicliung (],). 

Ist demnach t-4^ positiv oder negativ ganz, so 
genügt 

(G.) y = j/x U^ilf + ßYff) , 

worin 

*+* 
^ ^ k + -i ' *" " 
ist. als vollständiges Integral der Riccati'sclien Glei- 
cliung 

(1.) B + x'j-O. 

Die Integrale (4.) und (6.) umfassen alle möglichen Fälle, mit 
Ausnahme eines einzigen, nämlicli wenn A' ^ — 2 ist. Alsdann 
aber lässt sich die Gleichung 

(7.) ' «'fj + j-O, 

in welche die Riccati'sche jelzl übergehl, leiclit mit Hilfe lier 
Gleichung (4. §. 28.), d. I. 

8^«.^,-fy«.=,) __ _ , + 4».^^ ^ co,(» + ilog,) 
iutegriren. 

Setzt man nämlich hierin 

t/ = Yx . cos(a-f-* 'Oo^) • 
so wird sie zu 

worin man nur b aus der Gleichung 

nt bestimmen braucht, um sie in die Form (7.) überzufüliren. 
Daraus ergibt sich aber 

' - + 1 Vi 
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und es ist demnach, wenn man x statt z schreibt 

<'iii particulärcs Integral der Gleicliung (7.). Die Grösse a ist 
darin vollkommen villkührlich ; setzen wir dieselbe zuerst ^^ 0, 
dann =\-t, so erhalten wir daraus folgende zwei speciellere 
particuläre Integrale 

y ^ j/ ic . cos (4- )/ 3 . log a:) 
und 

y = /^ . sin (^ /^ log x) , 
welche übrigens zusammen, wie man unmittelbar einsieht, die 
obige anscheinend allgemeinere particuläre Losung vollkommen 
ersetzen. 

Wir haben demnach als vollständiges Integral der 
Gleichung 

(7.) -' S + ^ - » 

den Ausdruck 

(8.) y = fx Ucos(|/3Iogar) + ßsio (jy 3 loga:)) . 

Was nun Terner die Gleichung 

('•"■) S -"*'-" 

anlangt, so lässt sich dieselbe ganz ebenso wie (1.) aus den Glei- 
chungen (10.) und (11.) des §. 27. berleilen, mit dem einzigen 

Unterschiede, dass man hei Gleichung (10,) JV-^ = — !■ a'^o 

p = (_!)'■ (2i.)-*', bei Gleichung (11.) dagegen t-^'*-, =~ 1. 

(1. h. ^ = (— 1)' (2 »■)*', zu setzen hai. Für die Gleichung (l.a.) 

gelten alsdann die namliclien Integrale (4.) und (6.) und unter 

3i '^ 
den nämlichen Bedingungen, nur muss jetzt | == rv.; ^ ^ %^' 

nommen werden. Wir kftnnen daher aussprechen: 

Das vollständige Integral der ßiccati'schen Glei- 
chung 

(1...) g-:.»!, = 

lautet entweder 

(4.>.) y = f-i\A 4|- + B J,ä/+V 

8« 
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oder 

(6.a.) ,_ j/«(,i4r+ üfig-'), 

je nacbüeni .r^ eine gebrochene oder eine ganze Zaiil 

iäl; dabei ist 

» ■ ^ 

ZU nebnien. 

Hat man es mit dem Ausnahmsfall k = — 2, <)■ li- mit der 
Gleicfaung 

('■"■) -'-g-IZ-O 

zu ihun, so braiicbt man nur in der Gleichung 

"'"■ ' ^ — 1, d. h. ii = + ^ i}/ ö zu setzen, um sie auf die 
i'orm (7.a.) zu bringen Man bat dann sogleich als particuläreR 
Integral der letzteren 

y = /^ cos (ö + i / J.-^ . log x) 

oder diesem äquivalent, ITir n = und a = — . die zwei jiar- 
ticulären Integrale 

(/ = y^ . cos {-^ i}/~^ . log rc) 
und 

(, = /x . sin (i.y5. logj:) . 
Nun ist aber 

cos(^,-/5log:r) = ' (ci '^ '»S.^ + ^-iyjUg.^ 

und ebenso 

sin (i^yö log a:) = — > (a:i''^ - 0;-^""") . 

Das vollständige Integral der Gleichung (7.a.] tautet 
demnach, wenn^ und B TtillkQhrliche Conslante sind 

{8.3.} y = ^^M'+'^^} + ffxif- ^'). 

Die CleicliuDg 

»■S + s-o 

läisst sich übrigens auch leicht direct integriren. Setzt man nämlich 
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SO verwaadelt sicli -jene Gleichung in 

welche nach m aurgelösl für das obere Zeichen 

für das untere dagegen 

"-i + iVi' 

liefert. Für den ersten Fall sind daher in der Formel 

;, = x^-^i'^^ = /■^(cos(i/3loga:) + isin(iJ^3lügar)) 
und für den zweiten Fall in der Formel 

zwei particuläre Integrale enthalten. Man gelang! also auf diesem 
völlig verschiedenen Wege zu den nämlichen bereits oben gege- 
benen Integralen. Wir glaubten jedoch der obigen Integrations- 
weise, weil sie mit der im allgemeinen Falle durchgeführten in orga- 
nischem Zusammenhange steht, hier den Vorzug geben zu müssen. 

Durch die gegenwärtigen Entwirkelungen ist, wie ich glaube, 
die Integration der so viel bebandelten ßiccati'schen Differential- 
gleichung ein fOr allemal und zwar auf die befriedigendste Weise 
erledigt. Nur möge noch gestattet sein, den Gebrauch unserer 
Formeln an einigen einfachen Beispielen zu erläutern. 

Handelt es sich x. B. um die Integration der Gleichung 

(9.) /x-lj + ^-O, 

SO haben wir k = — ^ , und das vollständige Integral lautet 
zunächst 

Nach Gleichung (V. §.4.) ist aber, wenn man daselbst m = 1 

und V ^ ^ -J setzt: , 



.ra*--.4 + lt- 



Wir haben demnach als vollständiges Integral der obigen Glei- 
chung den Ausdruck 



(10.) 1/ = /^ (^ 4 + B [j| 



i -1/ ' 
worin ^ = -^ xi oder | = ' '■ v ^^ ^^ setzen ist, je nachdem 
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in dui- gegebenen DiffereaUalgleicbung das obere oder das untere 
Zeichen gilt. 

Sei ferner k=l, also die Gleichung 

("•I Ö ± «» - « 

zu integriren. Man erhält sofort die Lösung 
während aus (V.) 

resullirt. Die verlangte vollständige Lösung ist also 
(12.) j = /7(^4+j[jJ,-i..|]). 

wobei entweder l^ya:^ oder | = i— a;^ zu nehmen ist, je 
nachdem in (11.) das obere oder das untere Zeichen eintritl. 

fjebmen wir A ^ -> so flnden wir als vollständiges in- 
tegral der Gleichung 

(13.) j|-J + y_o 

zunächst 

y = /^(^4 + ^-/«>*)- 

Wir erhalten sodann aus (V.) Tür m ^ 3 und v = — ~ 

•'iB^— 4i + -|-4 + p4 + |i4. 

während nach den Formeln des §. 16. 

^i = yii ■ sin I 

4 = /ij ([|-l]sia|-| coss) 

* = /S(S-|]""^-[i*-']-0 

ist. Setzt man diese Werlhe oben ein, so ergibt sich nach einigen 
einfachen ßeductionen 

■'ä' - /J| ([^ - i] CS s + 1 ™ i) 
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und maa bat, wenn man noc.li 1 = 5^;^^ wirklich einselzl, das 
Tolgende vollständige Integral der GJeicbung (13.)- 

(14.) y = x^ ^a( f-^ — ll sin 5xi ^ cos 5 a:i\ 

Das Integral der Gleichung 

(16.) «!|'j-!/ = 

findet, man ganz in derselben Weise, wenn man nur zuletzt 
I = 5ixi setzt. Durch wenige nabeliegende Umforniungen nimmt 

es die Gestalt 

(16.) ,_.»j.<(J- -' +,).=-i 



\35a:* &a;* / ' 



■ fc + 2 * 



; positiv ganz ^ n , folglich k ^ . so ge- 

iiiigt der Gleichung 

(17.) " ^'^fi±y = o- 

das vollständige Integral 

(18.) y = ^/"^"U /,■=) + ^iTl))- 

Darin miiss, wenn das obere Zeichen gilt, 'i = '2nx^', Tür das 

untere dagegen i^^'inia?^ gesetzt werden, 

Ist endlich — negativ ganz ^ — «, i|. i ft = "---, 

so entspricht der Gleichung 

(19-) ^"' S + y = 

die vollständige Aullösung 

{20.) y = ]/^{ÄJri,-^BY^^;), 

welche sich von der vorhergehenden nur dadurch unterscheide!. 

dass in ihr entweder g = 'inx ^'' oder S ^ 2,nix ^'' zu setzen 
ist, je nachdem in Gleichung (19.) das obere oder das untere 
Zeichen gilt. 
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§. 32. Die Gleichungen g:^ + «^' y ^ und 

^'fi + 'h^o. 

Es leuchtet unmiltelbar ein, wie aus den Gleichungen 8. §. 27. 
und (3. und 7. §. 28.) noch weitere lineare Differentialgleichungen 
von allgemeinerer Form nebst ihren Integralen hergeleitet wer- 
den könnlen, von denen z. fi. die Riccati'sche Gleicliung nur ein 
specieller Fall wäre. Wir wollen uns jedoch darauf beschränken, 
nur noch zwei lineare Gleichungen von einfachem Bau hier an- 
zuführen, welche aus den Formeln (S. und 9. §. 38.) hervorgehen. 

Setzt man nämlich in der dortigen Formel (8.) 

so ist dieser Werth ein particuläres Integral der DiiTerentialgleichung 

g+ (log.)>.a"j-0. 
Derselben Gleichung geoügl aber auch 
,j = ¥"{»'}, 
weil ja die Gleichung (8.) [ebenso wie (9.)) auch für die Bessel'- 
sche Function zweiter Art richtig bleibt. Setzen wir daher der 
Einfachheit wegen a = e, unter e die Basis der natürlichen Log- 
arithmen verstanden, so entspricht der Gleichung 

(!■) g + '-y - 

das vollständige Integral 

(2.) y = AJ^{e^] + »r"(e--). 

Verfahren wir in analoger Weise mit der Formel (9. §. 28.) , so 

erhalten wir für die Differeotialgleichung 

(3.) ,.g + ,rj,_o 

die vollständige Auflösung 

§. 33. Die Gleichung .r" ■ |-^ ^1^ = 0. 
Wir bähen in §. 4. die Gleichung 



sKiij^hi. 



(1-) V" -^^ = (-ir-y/(V) 
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gefuotIcD, welche auch in folgender Form gescliriebeii werden 
kann: 



,. H-'Jiv,)) 



Setzen wir darin 






z . 


/(r7) 


, = 




so lautet sie 


auch 


(- 


z' J{VT) - 


= s . 


. 






und wandelt 


sich 


durch die Substitution - 


- iz 


= pa: 


zunächst 


in folgende um: 

12-) . 

Machen wir nun 


(") 




-,= 


0. 






d. h. 






©■= 


1 . 








so erkennen 


wir. 


ilass 


P = 16 . 


FT. 









y = 2« J{yL ) 
ein j>articntäres Integral der Differentialgleichung 

(3-) '■ ■ f.i - » - 

ist, sofern nur z^ — \px genommen undp aus der Gleichung 

p = 16 pl 
bestimmt wird. Diese Gleichung liefert aber für p m verschiedene 
Wertbe. Bezeichnen wir irgend einen der m Werthe der y^ mit 
tt, so liefert demnach die Formel 

m verschiedene parliculäre Integrale der Diiferentiaigleichung (3.), 
falls statt « nach und nach die m verschiedenen Werthe von yi 
eingesetzt werden. 

Die Gleichung (1.) gilt aber nicht .bloss für die Bessel'sche 
Function erster Art, sondern ebensogut für die Bessel'sche Func- 
tion zweiter Art; demnach muss auch 
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ein Ausdruck sein, der unter denselben Bedingungen wie oben 
m particuläre Integrale der Gleichung (3.) liefert. 

Das Tollständige Integral der Differentialgleichung 

(3-) «"&-9 = 

dm 
ist daher 

(4.) s, = ^T '2 Ü, r i$i (/^ + fip r" (2 ,- /^) . 

wenn unter «„, or,, «, «„_! die m Wurzel wer the der 

Gleichung «" = 1, und unter Ay^, A^, A^, .... A,„—i, B^, 
Bj. B^. .... B^-i 2m wilikührliche Coiistaote verstan- 
den werden. 

Machen wir jetzt in Gleichung (2.) 

(?)■ = -' 

oJer 

p = 16 y^^l , 
so geht dieselbe über in 

(5-) ^ £"| + » = . 

welcher aus denselben Gründen wie oben die particulären Integrale 

y = X^J-i^ij/ßx) 
und 

genügen, sofern man unter ß irgend einen der m verschiedenen 
Werlhe der y'- — 1 versteh). 

Demnach genügt der Differen^ialgletchung 

(5.) «-gj + y-O 

als vollständige Lösung der Ausdruck 

(6.) y ^=0'^ ^ {ApJ''i2i/ß;^ + B^ y^i^i/ß^x)) , 

falls ^0. )3,, i3j ^«_, die m Wurzelwerthe der Glei- 
chung 1?™= — 1 und Aq, Ai. Aj A.^u Bg, B,. B^, .... 

B^-i 2m wilikührliche Constantc vorstellen. 
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Tafeln für die Function J^). 

Bessel lial seiner bereits citirten Abliandlung „Ober die 
planetarische ti Störungen" eine Tafel der Functionen /(J) und j};-, 
beigefügt, welche für alle um 0,01 verschiedenen Werthe des Ar- 
guments die zugehörigen Functions werthe zehnstellig angibt, und 
zwar von x = bis 2: = 3,20. Hansen hat neue Tafeln von 
grösserem Umfange berechnet; dieselben geben von i = bis 
z ^ 20*), mit einem Incremenle = 0,1 und geben die Fuuctions- 
werthe bis auf 6 DecimaUtellen , von denen die letzte bis auf eine 
Einheit verbürgt wird. Es dürfte dem Leser erwünscht sein, 
diese Tafeln, welche auch der schon mehrfach angeführten Ab- 
handlung von Scblömilcb heigegeben sind, hier abgedruckt zu 
finden. 

Die Tafel i. , welche die Werthe der Functionen J" und /' 
enthält, ward in folgender Weise berechnet. Für die erste Hälfte 
der Tafel wurden die nach steigenden, für die zweite Hälfte die 
nach fallenden Potenzen fortschreitenden Reiben (§. 6. und §. 17.) 

*) Hier inass bemerkt werden, dssa Hansen für die Bessel'suhe 
FancUou eine von der hier adoptirten abweichende Schreibweise ge- 
braacht. Bezeichnen wir die Haneen'ache Form mit dem Bnchatabeu J, 
8U besteht zwischen ihr und der unsrigen die Relation 

J(ä) ^ J|Si) und umgekehrt /(ij = Hii) • 

In den Kaneen'Bchen Tafeln gebt daher das Argument eigentlich von t> 

, bis 10, und das Increment beträgt 0,06. Die folgenden Tafeln ergaben 

sich daher aus den Hansen'achen durch blosse Verdoppelung des Ar- 

gaments. 

Auch Schlömilch bedient sich in seiner Abhandlung der Hansen'- 
sehen Bezeichnung. Uns schien es angemessener, die umprünglich 
Bessel'sche Form beizubehalten. 
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benutzt. Jedoch wurden auf diesem Wege (mit Ausnahme des 
letzten Theiles der Tafel) nur diejenigen Functtonswerthe gefun- 
den, für welche z eine gerade Zahl ist. Aus diesen ergaben sich 
mit Hilfe des Taylor'schen Lehrsatzes die znischenliegenden. Erhält 
nämlich das Argument : den Zuwachs h, so ist 



_ ?/!=> 



1 "T Si« '2!"'" 
§. 3.) ist aber 



(^Jka 



Vermöge der Formel 



Man erkennt aus diesen Gleichungen, dass diese DifTerentialqu»- 
tienten dem nämlichen Bildungsgesetz gehorchen, wie die nach m 
genommenen endlichen DiiTerenzen zwischen je der zweiten Func- 
tion, mit dem einzigen Unterschied, dass jede dieser Differenzen 
noch mit der sovielten Potenz von 2 dividirt erscheint, als diu 
jedesmalige Ordnung des DifTerentialquolienten angibt. Mit Rücli- 
sicht auf die Gleichung 

erhält man uun z. B. für z =^ 8 folgende kleine Tabelle, in wel- 
cher die successiven Differenzen mit ^, , A. -^3, .-■ bezeich- 
net sind: 



^(8) 



■6 -f.0,3375760 
4—0,1053676 
■2 —0,1129917! 
0+0,1716508. 
3—0,11299171 



-fO,436299a 

4-0,29227e7 

-0,569285o| 

+0.29227671 



),7I86fJ9 

+1,723123 

■0,7185391 



-0,0076342 
+0,2846425 f^'"""" 1—0,8615617 
j— 0,2846426 "^■^^^^^^'* +0,8615617 
;'"""j+0,0076342y''^^^^''" +0,1430220 
J,1053675lTo' +fl,4;152993r 

+0,3376760i^'**^"-'^^| | 

Bedenkt man nun, dass für die ungeraden Differenzen Ordnungen 
die Vorzeichen umgekehrt werden müssen, so erhall man so- 
gleich : 
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(«/le)^ _ + 0,1423213 (?-^fl), - 


— 0,1423213 


(^\ = „ 0,1076962 (°;|>). - 


+ 0,1076952 


('*l|>)_ _ + 0,763019 (^^5"), = 


— 0,763019 


Ebenso ergibt sieb 




m 1 /,:, J, , J, \ J, 


^4 1 ^s 


-1-0,2.4B63»'^»^ +0,99504,2 
1 , + 0,2346363 ' ^ ■.„„„an 1 - 0,9950412 
-3! -0,2911323 !7°'J™* 1 + 1,0026757 
5 +0,1857748 +»'*""»" 


-f 1,997717 
— 1,99008-2 
+ i,9Ü7717 


— 3,987799 
+ 3,987799 


+ 7,975598 


llaraiis folgt luiii 




(«A)^ _ - 0.2346363 {^/j;')^ = 


- 0,2487603 


(^. = + 0,2487603 e^j'). = 


+ 0.249237 


(^^.4>)^ = _ 0.249237 









Hat mau nun auf diesem Wege eine Tafel der Functionen /" und 
/' Gonstruirt, so kann man vermittelst der Cleicliungcn (lt.), nämlich 

j,^j = i- jf,, — /,',, 



K=) = 



; — ■'(" 



■ -'("r' 



alle folgenden Transcemlenten der Reihe nach daraus bestimmen, 
oder man kann sich auch, um /(t) direct zu finden, der Gleichung 
(2. g. 1.) bedienen. In dem einen oder andern Falle nimmt aber 
die Genauigkeit ab, sobald 2[m — 1) grösser als : geworden ist. 
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lind der Fehler, mit welchem die lelztc Declmalslelle hohafleL ist, 
vergrössert sich so, dass zuleLzl alle merklichen Ziffern unricliüg 
werden. Um diesem Uebelstande zu begegnen, ist die Tafel II. 
hinzugefügt »orden, welche die Besserscheti Funclioaen für 
grössere Indices' enthalt. 

Beide Tafeln enthalten noch in drei Columnen unter den 
Ueberschriften o, &, c die Werthe der Ausdrücke 

Üz~ ' 2 ' gz' ■ G ' dz' ' 
reducirt auf das Incremenl der Tafel, welches in Tafel I. 0,1, 
in Tafel II. dagegen 0,2 ist. Hat man nun den Werlh von J'" 
för ein nicht in der Tafel vorkommendes Argument f zu bestim- 
men, und ist z das nächste vorhandene Argument, so setze man 
t — I =^ I, also S^ X + «; dann ist nach dem Taylor" sehen 
Salze, wenn das Incremenl der Tafel mit h bezeichnet wird 



^^■,+«i+Ki)"+«oy 



/,:+„-«+ [» + ('' + «;,);-],: 

was für die Rechnung etwas kürzer ist. 
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J" J a 


b 


c~ 


/' 


a 


b 


c 


0.0 


I 





-2500' 


',] 





+60000 





-6i 


0.1 


0.997502 


— 4994 


2491 


4-fi 


0.049938 


49813 


— 187 


62 


0.2 


0.990025 


9950 


2463 


12 


0.099501 


49252 


373 


Ol 


0.3 


0.97762G 


U832 


2416 


18 


0.148319 


48323 


566 


60 


0.4 


0.960398 


19603 


2362 


24 


0.196027 


47033 


733 


58 


0.5 


0.938470 


24227 


2270 


30 


0.242268 


46393 


905 


56 


0.6 


0.912005 


28670 


2171 


3G 


0.288701 


43417 


1070 


63 


0.7 


0.881201 


32900 


2056 


41 


0.328996 


41121 


1225 


50 


0.8 


0.846287 


36884 


1926 


46 


0.368842 


38623 


1370 


47 


0.9 


0.807524 


40595 


1782 


50 


0.405950 


35647 


1504 


43 


1.0 


0.765198 


44006 


1626 


5i 


0.410051 


32616 


1626 


38 


1.1 


0.719622 


47090 


1458 


58 


0.470902 


29153 


1734 


Si 


1.3 


0.671133 


49829 


1279 


61 


0.498289 


25589 


1828 


29 


1.3 


0.620086 


52202 


1093 


63 


0.522038 


21853 


1906 


24 


1.4 


0.566866 


64196 


899 


65 


0.B41948 


17976 


1969 


18 


1.5 


0.511828 


65794 


699 


67 


0.657937 


13987 


2016 


13 


16 


0.455402 


66990 


496 


68 


0.569896 


9922 


2046 


7 


1.7 


0.397985 


67776 


291 


69 


0.577765 


6812 


2060 


— 2 


1.8 


0.339989 


68153 


— 85 


68 


0.581617 


+ 1692 


2057 


+ 4 


1.9 


0.281819 


6SII6 


+ 120 


68 


581157 


— 2405 


2038 


9 


2.0 


0.223891 


67672 


322 


67 


0.676725 


6447 


2002 


14 


2.1 


0.166807 


56829 


620 


65 


0.568292 


10401 


1960 


19 


2.2 


0.110362 


55596 


712 


63 


0.555963 


14236 


1882 


25 


2.8 


0.056640 


53987 


896 


60 


0.539873 


17919 


laoo 


30 


2.4 


+0.002508 


52018 


1071 


57 


0.520185 


21424 


1703 


34 


2.5 


—0.048384 


49709 


1236 


63 


0.497094 


24722 


1693 


38 


2.6 


0.096806 


47082 


1389 


49 


0.470818 


27789 


1471 


42 


2.7 


0.142449 


44160 


1530 


45 


0.441601 


30601 


1339 


46 


2.8 


0.185036 


40971 


1657 


40 


0.409709 


33136 


1196 


49 


2.9 


0.224312 


37543 


1769 


36 


0.376427 


35377 


1044 


63 


3.0 


0.260062 


33906 


1866 


29 


0.339059 


37307 


885 


54 


3.1 


0.292064 


30092 


1946 


24 


0.300931 


38914 


720 


56 


3.2 


0.320188 


26134 


2009 


18 


0.261343 


40186 


561 


67 


3.3 


0.344296 


22066 


2056 


13 


0.220663 


41116 


379 


68 


3.4 


0.364296 


17923 


2085 


7 


0.179226 


41701 


205 


68 


35 


0..W0128 


13738 


2097 


+ 1 


0.137378 


41938 


— 32 


68 


3.6 


0.391769 


9547 


2091 


— 5 


0.095466 


41829 


+ 141 


67 


3.7 


0.399230 


5383 


2069 


10 


0.053834 


41378 


310 


56 


3.8 


0.402566 


— 1282 


2030 


IC 


+0.012821 


40693 


474 


54 


3.9 


0.401826 


+ 2724 


1974 


21 


—0,027244 


39484 


634 


52 
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a 


b 


T" 


■ /^ 


a 


_.A. 


c ' 


4.Ö 


—0.397160 


"+ 6604 


-fl903 


—26 


-0.066043 


-38064 


+ 786 


+49 
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Ü,388G70 


10327 


1817 


31 


0.103273 


36343 


929 


46 
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0.376657 


13865 


1718 


35 


0.138647 


34354 


1063 


43 


4.3 


0.361011 


17190 


lGü5 


39 
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32103 


1136 


38 
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Ü.34ä257 


20277 


1481 


43 


0.209776 


29617 


1298 


34 
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0.3205*3 


23106 


1346 


47 


0.231061 


26920 
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31 


4.0 


0.296138 


25655 


1202 


49 


0.256653 


24037 


1483 


26 


4.7 


0.269331 


27908 


1050 


52 


0.279081 


20995 


1556 


22 


4.Ö 


0.240425 


29850 
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64 


0.298500 


17824 


1613 


17 


4.9 


O.S09738 


31469 


728 


55 


0.314695 


14552 


1656 


12 


5.0 


0.177697 


32758 


560 


56 


0.327579 


11208 


1685 


7 


5.1 


0.144335 


33710 
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56 


0.337097 
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1697 


+ 2 


S.2 


0.110290 


34322 


221 


56 
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4429 


1695 
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0.075803 


34696 
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56 


0.345961 


— 1053 


1678 


8 
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0.041210 


34634 
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66 
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1646 


13 


55 
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34144 
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63 
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1601 


18 
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33433 


433 


51 
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8667 


1641 


22 
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0.059920 


32415 


684 


49 
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1468 


20 
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0.091703 


31103 
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14533 


1384 


30 
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29514 
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43 
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17206 
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34 
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27668 
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39 
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37 


6.1 
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25586 
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35 
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21924 
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40 
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31 


0.23-2917 
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941 


42 
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20809 
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27 
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44 
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22 
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46 
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18 
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13 
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48 
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8 
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49 
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+ 96 


49 
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0.298102 
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48 
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0.300079 
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6 
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30076 
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47 
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1478 
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46 
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15 
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U 
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716 


39 


7.6 


0.260340 
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33 
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34 


0.181313 
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30 
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26 
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833 
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h 
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b 


e 


"&Ö" 


-fü. 171651 


—23464 


-7li 


+4l" 


+0.234636 


+14232 


-1244~ 


—18 
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24761 
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43 


0.247607 
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14 
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26800 
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44 
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9075 


1326 


9 
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0.096006 


26574 


320 


46 


0.265739 


6399 


1348 


6 


8.4 


0.069158 


27079 


185 


45 


0.270786 


3692 


1357 


— 1 


S.5 


0.041939 


27312 


- 49 


45 


0.273121 


+ 981 


1352 


+ 4 


8.e 


+0.014623 


27276 


+ 86 


44 


0,272754 


- 1709 


1335 


8 


8.7 


-0.012523 


26972 
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43 


0.269719 


4362 


1306 


12 


8.8 


0.039334 


26407 


346 


42 


0.264073 


6924 
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16 
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0.065258 


25590 


470 


40 
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9401 
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20 
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38 
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11769 


1146 


23 
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23243 
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36 
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13978 
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26 
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21741 
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33 
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30 
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30 
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17921 
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-108 


38 


0.232285 
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7 
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0.070318 


21234 
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36 
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